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En 10s Gltimos aHos se ha encontrado que numerosos materia- 
les sblidos presentan, en un rango dado de temperatura o pre- 
sibn, una fase con caracteristicas muy peculiares. Esta fase se 
origina por la existencia simultdnea de dos o mSs periodicida- 
des inconmensuradas entre si, es decir, tales que el cociente 
entre sus dos periodos es un nGmero irracional. A veces, bsto 
sucede en una sola direccidn cristalogrdfica, perdibndose el or- 
den translacional segGn esa direccibn, per0 preservdndose en las 
restantes. ~ a m b i b n  puede perderse el orden translacional en mds 
de una direccibn. Estos materiales tienen en comGn con 10s sis- 
temas desordenados la falta de periodicidad, per0 contrariamente 
a lo que sucede con bstos, en 10s cuales 10s btomos vecinos tie- 
nen entornos total o parcialmente independientes entre si, en 
10s inconmensurados hay una relacidn univoca entre el campo que 
.ve un btomo y el qua ven sus vecinos. 
Entre 10s cristales que presentan fases inconmensuradas en- 
contramos, por ejemplo, que el a-Uranio por debajo de 4 3 * ~  es 
inconmensurado segGn dos direcciones cristalinas( ' ) , 10s oris- 
tales ~ b ~ Z n C l ~ ,  K2ZnC14, Rb2ZnBr4(2), etc, todos 
tienen una fase inconmensurada a lo largo del eje c. Las cade- 
nas de Hg en el compuesto Hg3,gAsF6, que es un conductor 
cuasi-unidimensional, tienen la distancia entre dos mercuries 
inconmensurada con la estructura de la red de 10s grupos de 
A s F ~ ( ~ ) .  Otros sistemas que presentan estructuras moduladas 
y que son conocidos por su caracter altamente unidimensional 
son, por ejemplo, 10s complejos de tetracianuro de platino y 
bioxalato de platino(4). 
Se pueden presentar esencialmente doe tipos de cristales 
inconmensurados, que se ilustran en la figura 1.1: 
a 'Inconren~urrcibn.  dm ~ o r p o a h i b n  r 
En este caso la constante de red de 10s dtomos negros en la 
fig. I.l(a) es inconmensurada con respecto a la constante de red 
de 10s dtomos representados por csrculos en 1a.mencionada figu- 
ra. Por ejemplo, estructuras como las de Hg3,6AsF6 presen- 
tan este tipo de inconmensuracibn. La distancia entre dtomos 
del mismo tipo es constante y el campo que cada uno ve debido a1 
resto del cristal es modulado. 
b) 1nconrensuracib.n do dosp lazaa iento  r 
En este caso las posiciones de equilibria de 10s btomos, 
indicadas por circulos en lsnea cortada en la fig. I.l(b), estdn 
desviadas levemente de las posiciones ocupadas por 6tomos negros 
que forman una red perfecta. En este caso, entonces, la distan- 
cia entre dtomos no es constante, contiene una modulacibn, cuyo 
persodo es inconmensurado con la constante de la red en la fase 
normal. Sistemaa de este tipo son, por ,.ejemplo, aquellos que 
poseen una onda de densidad de carga (CDW) en compuestos cuasi 
uni- o bidimensionales. ~eierls(') y ~ r o e l i c h ( ~ )  mostraron 
en 10s aiios 50 que en conductores unidimensionales una modula- 
cibn espacial de la densidad electrbnica, con vector de onda 
exactamente igual a1 doble del vector de Fermi, kp, es energ6- 
ticamente favorable. Entonces, dependiendo de kF8 es posible 
que la CDW d6 origen a una inconmensuraci6n de desplazamiento de 
10s btomos de la red. 
Estos dos tipos de inconmensuracibn, pueden ser descriptos 
como casos particulares de un modelo m6s general en el cual 10s 
desfasajes de 10s dtomos con respecto a una distribuci6n equi- 
distante de 10s mismos est6n dados por una funci.bn tipo solitbn, 
que resulta de resolver una ecuacibn tipo Sine-Gordon ( 7 - 9 )  
La mayorsa de nuestros cSlculos serdn para sistemas de1 tipo 
(a). 
( PIGURA I. I: Grgfico e s q u e d t i c o  de ambos t i p o s  de c r i s t a l  inconmensurado: 
A) Inconmensuracio'n de composicibn: La per iodic idad d e ' l a  red 
I formada por 10s Stomos negros es inconmensurada con respecto  a 
l a  correspondiente a l a  de 10s Ctomos representados por clrcu- 
I 10s. a/b es un niimero., i r r ac iona l .  
B) Inconmensuraci6n de desplazamiento: En este caso l a s  posi- 
ciones de e q u i l i b r i o  de 10s Stomos, representadas por c I rcu los  
en l l n e a  cortada,  estSn levemente desvindas con respecto  a l a s  
. posiciones representadas por J.a red de Ctomos negros. La des- 
v iac idn e s t S  dada por una modulacidn cuyo perlodo es inconmen- 
surado con l a  periodicidad de l a  red s i n  modulacibn. 
Desde un p u n t o  de  v i s t a  t e b r i c o ,  l o o  p r o b l e m a s  d e r i v a d o s  de  
l a  i n c o n m e n s u r a b i l i d a d  s o n  b a s t a n t e  i n t r i g a n t e s .  Muchos concep-  
t o s  s o b r e  10s c u a l e s  es ta  basada  l a  t e o r S a  d e l  e s t a d o  s d l i d o  han 
t e n i d o  que  s e r  a d a p t a d o s  de manera no t r i v i a l .  Desde e l  p u n t o  de 
v i s t a  de l a  s i m e t r s a ,  l a  f a s e  inconmensurada  e s t 6  c a r a c t e r i z a d a  
p o r  no e x i s t i r  p e r i o d i c i d a d  d e l  s i s t e m a  en  t res d i m e n s i o n e s ,  pe-  
r o  de Wol f f ,  J a n n e r ,  J a n s s e n  y de Lange han m o s t r a d o  q u e  i n t r o -  
d u c i e n d o  g rupos  e s p a c i a l e s  en  mbs de  t r e s  d i m e n s i o n e s ,  uno  puede  
r e c u p e r a r  l a  p e r i o d i c i d a d  que  se habSa p e r d i d o  d e b i d o  a  l a  i n -  
conmensu rac idn  (10-14)  
E l  p r i m e r 0  e n  e s t u d i a r  t e d r i c a m e n t e  p o t e n c i a l e s  c u a s i -  
p e r i b d i c o s ,  o  s e a  a q u g l l o s  que  r e s u l t a n  de s u p e r p o n e r  d o s  o  mbs 
p e r i o d i c i d a d e s  i nconmensu radas  e n t r e  ex ,  f u e  P e i e r l s  q u i e n  
e s t u d i d  e l  p rob lema de un e l e c t r d n  e n  una r e d  b i d i m e n s i o n a l  con 
un campo magng t i co  p e r p e n d i c u l a r  a  l a  misma. E l  H a m i l t o n l a n o  de 
e s t e  p rob lema ,  en  l a  a p r o x i m a c i d n  que  d e s p r e c i a  l a  i n t e r a c c i d n  
e n t r e  e l e c t r o n e s  y  e n t r e  bandas  es e q u i v a l e n t e  a 1  d e l  p rob lema 
u n i d i m e n s i o n a l  s i g u i e n t e t  
H$(n )=  $ ( n + l ) +  $ (n -1 )  + Aacos( pn) $ ( n )  
En e s t a  e c u a c i d n  10s c o e f i c i e n t e s  $ ( n )  s o n  10s c o e f i c i e n t e s  d e  
l a  f u n c i d n  de  onda de  e n l a c e s  f u e r t e s  segGn l a  d l r e c c i b n  "x" , 
(campo m a g n Q t i c o  segdn  e ) ,  dado que  a 1  e l e g i r  l a  medida de  
Landau (Landau gauge )  p a r a  e l  s i s t e m a #  r e s u l t a  qua  segGn l a  d i -  
r e ~ c i b n ~ ' ~ ~ ~ l a  f u n c i d n  de onda s e  compor ta  como una onda p l a n a .  p 
e s  i g u a l  a  ( 2 r e / h c ) a 2 ~  , s i e n d o  a  l a  c o n s t a n t e  de  r e d  , H es e l  
campo m a g n e t i c 0  y Aa=2. A l a  e c u a c i d n  ( 1 . 1 )  se l a  conoce  como 
e c u a c i d n  de I i a r p e r ( l 5 )  ( v e r   pend dice I )  y r e s u l t a  ser un c a s o  
p a r t i c u l a r  d e l  p rob lema inconmensurado  e n  una d i m e n s i d n  cuando  
p / ( 2 r )  es un nGmero i r r a c i o n a l .  
D o  H o f s t a d t e r  ( I 6 )  e s t u d i d  l a  e s t r u c t u r a  d e l  e s p e c t r o  de 
1 1  e n c o n t r a n d o  que  l a  misma t i e n e  d i r e c t a  r e l a c i d n  con l a  
e x p a n s i d n  en f r a c c i o n e s  c o n t i n u a s  d e l  ndmero i r r a c i o n a l  p / ( 2 n ) .  
Se t r a t a  de un e s p e c t r o  con muchos gaps  y  m i n i g a p s ,  s i e n d o  l a  
p r o p o r c i d n  de e s t a d o s  que  posee  cada  banda y  min ibanda  l a  que 
e s t d  r e l a c i o n a d a  con l a  e x p a n s i d n  en  f r a c c i o n e s  c o n t i n u a s  d e l  
nGmero i r r a c i o n a l .  
Aubry y  ~ n d r d  ( I 7 )  t ambien  e s t u d i a r o n  un mode10 de u n i o -  
n e s  f u e r t e s  que t i e n e  un H a m i l t o n i a n o  de l a  misma forma que  
( 1. I ) ,  con Aa v a r i a b l e .  E n c o n t r a r o n  que  e x i s t e  un v a l o r  c r i t i c o  
d e  Aa (Aa=2.) p o r  d e b a j o  d e l  c u a l  t o d o s  10s e s t a d o s  s o n  e x t e n d i -  
d o s  y  p o r  encima d e l  c u a l  t o d o s  son  l o c a l i z a d o s ,  o  s e a  que  p a r a  
e s e  v a l o r  c r i t i c o  t e n d r i a  l u g a r  una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  e n  
e s t e  modelo, s i e n d o  e s t a  t r a n s i c i d n  i n d e p e n d i e n t e  d e l  v a l o r  d e l  
nGmero i r r a c i o n a l ,  de l a  f a s e  d e l  coseno  y  de l a  e n e r g s a .  O t r o s  
t r a b a j o s  e s t u d i a n  l a s  l i m i t a c i o n e s  d e l  modelo de  Aubry y  ~ n d r 6  
y  l o  e x t i e n d e n  ( 1 8 - 2 5 ) .  Se han  e s t u d i a d o  tambidn  modelos mbs 
g e n e r a l e s  u n i d i m e n s i o n a l e s ,  en  10s c u a l e s  e x i s t e n  b o r d e s  de mo- 
v i l i d a d  d e p e n d i e n t e s  d e l  nGmero irrational y  de  l a  f a s e  (26-31) .  
S i  en  l u g a r  d e l  coseno  en  (1 .1 )  tenemos una modulac idn  t i p 0  
t a n g e n t e ,  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  no t i e n e  g a p s  y  se t o r n a  iddn-  
t i c a  a  l a  de un a i s t e m a  t o t a l m e n t e  d e s o r d e n a d o  con d i s t r i b u c i d n  
L o r e n t z i a n a  de  10s e lement08  de m a t r i ~ ( ~ ~ , ~ ~ ) .  
Vemos, e n t o n c e s ,  que 10s s i s t e m a s  inconmensurados  p r e s e n t a n  
c a r a c t e r i s t i c a s  p e c u l i a r e s ,  que  a  d i f e r e n c i a  de  10s s i s t e m a s  
c r i s t a l i n o s  cuyos e s t a d o s  son  s i e m p r e  t o d o s  e x t e n d i d o s  de 10s 
d e s o r d e n a d o s  cuyos e s t a d o s  e s t d n  t o d o s  l o c a l i z a d o s  en  una dimen- 
s i d n ,  10s inconmensurados  u n i d i m e n s i o n a l e s  pueden  p r e s e n t a r  una 
t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r ,  t e n e r  b o r d e s  de m o v i l i d a d  o  t e n e r  t o -  
dos  s u s  e s t a d o s  l o c a l i z a d o s ,  depend iendo  d e 1  modelo e l e g i d o .  
~ s t o  s u g i e r e  que 10s s i s t e m a s  inconmensurados  podrgn  s e r  mgs o  
menos p a r e c i d o s  a  un s i s t e m a  o rdenado  depend iendo  d e l  t i p o  de  
modulac idn .  
En e s t a  T e s i s  nos proponemos e s t u d i a r  l a  d e p e n d e n c i a  de  l a s  
p r o p i e d a d e s  e l e c t r d n i c a s  con e l  t i p o  de modulac idn  y  con e l  de- 
s o r d e n  p a r a  v a r i o s  modelos u n i d i m e n s i o n a l e s  inconmensurados .  
~ a m b i 6 n  trataremos de acercarnos a sistemas reales, en 10s cua- 
les las interacciones en las otras dos direcciones no son des- 
preciables. 
La Tesis estd estructurada de la siguiente manera: 
En el CAPITULO XI estudiaremos la densidad de estados 
electrdnica de sistemas unidimensionales de enlaces fuertes con 
interacciones entre primeros vecinos, sometidos a un potencial 
de modulacidn externo inconmensurado con el de la red. Compara- 
remos las densidades de estado obtenidas para distintas formas 
f uncionales de la modulacidn. 
En el CAPITULO 1x1 introduciremos desorden en 10s siste- 
mas inconmensurados con el propdsito de estudiar el grado de 
aproximacidn de 10s mismos a un sistema totalmente desordenado 
dependiendo del tipo de modulacidn externa y del grado de incon- 
mensuracidn. 
El CAPITULO IV lo dedicaremos a calcular la densidad de 
estados para un modelo, tambien unidimensional, per0 en el cual 
las posiciones de equilibrio de 10s dtomos corresponden a un 
sistema con solitones. 
En el CAPITULO V estudiaremos las propiedades de locali- - 
zacidn y presencia de bordes de movilidad en 10s sistemas incon- 
mensurados unidimensionales mencionados. 
En el CAPITULO VI calcularemos la distribucidn de carga 
en un sistema con solitones y estudiaremos la presencia de bor- 
des de movilidad en este caso. 
En el CAPITULO VII ee presentarsn distintos modelos de 
sistemas inconmensurados bidimensionales, todos en red cuadrada, 
se calculardn sus densidades de estado y ademds la densidad de 
estados para la red de grafito inconmensurada segiin una direc- 
cibn. Se comparari esta Cltima con la densidad de estados obte- 
nida a1 imponerle inconmensuraci6n segGn una direccidn a la red 
cuadrada. 
En el ' CAPITULO VIII nos dedicaremos a estudiar las pro- 
piedades de localizaci6n de lo8 modelos inconmensurados bidimen- 
sionales. 
En el CAPITULO IX presentaremos un resumen y la8 conclu- 
siones finales del traba jo. 
CAPITULO 11 
Modelos inconmensurados unidimensionales: 
Su densidad de estadoe 
El objeto de este capxtulo es calcular densidaaes de estado 
de sistemas inconmensurados unidime.nsionales. Se estudiargn 
cuatro modelos en 10s cuales la inconmensuracidn se manifiesta 
a trav6s de una modulacidn de 10s elementos diagonalea del 
Hamiltoniano. ~ d e m a s  de la8 modulaciones tipo coseno y tangente 
que ya fueron estudiadas en parte ae introduciran otras dos, una 
funci6n tip0 zigzag, qua se aaemeja a la modulacidn tipo coseno 
por no poseer discontinuidades y una funcidn diente de sierra, 
discontinua como la tangente. Estas do8 modulaciones son no 
analiticas y ambas tienen la misma distribuci6n uniforme para 
10s elementos diagonales que el modelo de Anderson para sistemas 
desordenados( 3 4 ) .  
11.2 Modelos inconmensurados estudiados 
Hemos usado en todos 10s casos Namiltonianos de uniones 
fuertes (tight-binding) que son Gtiles en fisica del estado sd- 
lido para describir electrones no interactuantes a temperatura 
cero. Los orbitales atdmicos, que se usan como base, son fun- 
ciones localizadas alrededor de la posicidn de cada dtomo de la 
red, el solapamiento entre ellos se considera despreciable y la 
interaccidn decae tan rgpidamente con la distancia, qua se con- 
sidera no nula tan 8610 a la interaccidn entre primeros vecinos. 
Formalmente se tiene entonces: 
a )  Hamiltoniano de un e l e c t r b n ,  que s e  e s c r i b e  como l a  su- 
ma de l a  ene rg i a  c i n g t i c a  y de 10s p o t e n c i a l e s  cen t r ados  en cada 
p o s i c i d n  de l a  red  
b) Se toma como base,  supues ta  completa y or togona l ,  a 1  
con jun to  de o r b i t a l e s  atdmicos lik, donde e l  sub ind i ce  i de- 
s igna  a l  btomo y k  a l  o r b i t a l .  Dado que en e s t e  t r a b a j o  consi -  
= deramos un s o l o  o r b i t a l  por btomo, a p a r t i r  de aqu i  s e  s u p r i m i r s  
e l  Zndice k. Los e s t ados  propioa  de H son combinaciones l i n e a -  
l e s  de 10s o r b i t a l e s  atbmicos: 
C )  Los elementos d iagona les  d e l  ~ a m i l t o n i a n o  son: 
i i 
r i i i=  4 ~ 4  T+Lv,I 'fib E ~ + E ~ -  a ( z i )  
j (2.3) 
en donde E O =  ( 'fd T + V ~  'Ii> y zi e s  l a  posic ' ibn d e l  
igsimo btomo de l a  cadena. Y para  10s elementos f u e r a  de l a  
d iagona l  tenemos: 
H ~ , ~  f l=t  s e r 6  l a  unidad de medida de l a 8  e n e r g i a s .  
De l a s  cons iderac iones  a n t e r i o r e s  surge  que a 1  operador  H 
s e  l o  puede e s c r i b i r  de l a  s i g u i e n t e  forma: 
La e c u a c i d n  de a u t o v a l o r e s ,  H!'==EY s e  puede  e s c r i b i r  de  l a  
s i g u i e n t e  manera: 
donde t = < ~ d  Y ~ + ~ > = < Y J  l(i-l) e s  una c o n s t a n t e ,  l a  i n -  
t e g r a l  de i n t e r a c c i d n  e n t r e  o r b i t a l e s  p r i m e r o s  v e c i n o s ,  a ( z n )  
e s  l a  a u t o e n e r g x a  de s i t i o  c o r r e s p o n d i e n t e  a 1  n-6simo s tomo y  
adembs en n u e s t r o  c a s o  e s  una f u n c i d n  p e r i d d i c a  de  zn.2Qu8 
s i g n i f i c a  que  a ( z n )  s e a  una f u n c i d n  p e r i d d i c a  de  e n ,  cuando  
y a  hemos d i c h o  qua  n u e s t r o  s i s t e m a  e s  p o r  d e f i n i c i d n  no p e r i b d i -  
co?  S i g n i f i c a  que l a  f u n c i d n  a ( z ) ,  s i e n d o  z  una v a r i a b l e  c o n t i -  . 
nua ,  e s  una f u n c i 6 n  p e r i d d i c a ,  p o r  e j e m p l o  a ( e )  podrSa  e s t a r  da- 
d a  p o r :  
LEn qu6 r a d i c a  e n t o n c e s  l a  no p e r i o d i c i d a d  o  inconmensura-  
c i d n  en  n u e s t r o  c a s o ?  En l a  r e l a c i d n  que  hay e n t r e  e l  pe rgodo  
d e  e s t e  c o s e n o , q ,  y e l  e s p a c i a d o  e n t r e  Stomos.  S i  q es un nGme- 
r o  r a c i o n a l ,  p o r  e j e m p l o ,  q=1/3,  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  l a  p o s i -  
c i d n  de 10s gltomos e s t a r d  dada p o r  zn=na,  s i e n d o  a  n u e s t r a  
u n i d a d  de  medida de d i s t a n c i a s ,  s i  g r a f i c a m o s  l a 8  a u t o e n e r g i a s  
d e  s i t i o  en  f u n c i d n  de n, ob t end remos  l o  q u e  a p a r e c e  e n  l a  f i g u -  
a  1 1 1 a  Se d e s p r e n d e  de  l a  f i g u r a  que  e l  s i s t e m a  se r e p i t e  
a  si mismo cada  t r e s  btomos,  l a  c e l d a  u n i d a d ,  q u e  s X  e x i s t e  e n  
e s t e  c a s o ,  c o n t i e n e  t r e s  btomos. S i  en  cambio,  q  e s  un nGmero 
i r r a c i o n a l ,  p o r  e j e m p l o  q3((13 - 3 ) / 2 =  .3027756375... s i  g r a f i -  
camos l a s  a u t o e n e r g L a s  de  s i t i o  en  f u n c i d n  de n,  ob t end remos  l o  
q u e  a p a r e c e  en  l a  f i g u r a  1 1 b  Se  ve  c l a r a m e n t e  que  aGn 
cuando  a  como f u n c i 6 n  de z e s  una f u n c i d n  p e r i b d i c a ,  l a  d i s t r i -  
b u c i d n  de 10s btomos no s e  r e p i t e  y p o r  l o  t a n t o  no s e  puede  de- 
f i n i r  una c e l d a  un idad .  En 6 s t o  p r e c i s a m e n t e  r a d i c a  l a  no pe- 
r i o d i c i d a d  de n u e s t r o  s i s t e m a .  
Los f n  q u e  a p a r e c e n  e n  l a  e c u a c i d n  ( 2 . 6 )  s o n  10s c o e f i -  
c i e n t e s  d e  e x p a n s i d n  de  l a  f u n c i d n  de onda d e  u n i o n e s  f u e r t e s ,  
t a l  como l o  i n d i c a  l a  e c u a c i d n  ( 2 . 2 ) .  
FIGURA 11.1: a ( z ) r c o s ( 2 I r q z )  e n  f u n c i d n  de a. 
a )  q=1/3 ,  b) q = ( d 1 3 - 3 ) / 2 .  LOS ~ S r c u l o s  
l l e n o s  i n d i c a n  e l  v a l o r  d e  l a s  a u t o e n e r g g a s  
d e  s i t i o  p a r a  d tomos  c u y a s  p o s i c i o n e s  d e  
equilibria e s t b n  d a d a s  p o r  z=na c o n  a=1. 
A n t e s  d e  s e g u i r  a d e l a n t e ,  i n t r o d u c i r e m o s  un p a r  d e  c o n c e p -  
t o s  q u e  se u s a r g n  a l o  l a r g o  d e 1  t r a b a j o ,  e l l o s  s o n  10s d e 1  
" s i s t e m a  conmensurado  mds c e r c a n o "  y  e l  d e  " l o n g i t u d  c a r a c t e r s s -  
t i c a n .  Todo nbmero irrational q, p u e d e  ser e s c r i t o  como una  
f r a c c i d n  c o n t i n u a  d e  l a  s i g u i e n t e  fo rma  ( 3 5 ) .  
En e s t a  e x p a n s i d n  a o ,  a l ,  a3.  . . s o n  nGmeros e n t e r o s .  
sf a l  e s  un e n t e r o  i m p a r  podemos r e e s c r i b i r  q d e  l a  s i g u i e n t e  
f orma : 
1  
q= a. + - 6 
a 1  
y s i  a l  es  un e n t e r o  p a r ,  e n t o n c e s ,  podemos esc r ib i r :  
1  
q= a0 + + 6 
a 1  + 1  
En ( 2 . 9 )  y ( 2 . 1 0 )  6 es menor q u e  l / a l  6 l / a l + l  r e s p e c t i v a -  
men te .  Resumiendo  podemos d e c i r  q u e  t o d o  irrational p u e d e  ser 
e s c r i t o  de  l a  manera  s i g u i e n t e :  
1  
q= a0 + - 2 6 
P 
P es un e n t e r o  i m p a r  y 6 un c i e r t o  p o r c e n t a j e  de 1/P. L lamaremos  
" c o n m e n s u r a d o  mbs c e r c a n o "  a un s i a t e m a  i n c o n m e n s u r a d o  c o n  p a r s -  
m e t r o  de  m o d u l a c i d n  q= a. + 1/P * 6 a  a q u 6 l  sistema conmensu- 
r a d o  q u e  t i e n e  una  c e l d a  u n i d a d  c o m p u e s t a  por P b tomos .  
Llamaremos " l o n g i t u d  c a r a c t e r s s t i c a  X C w  a  l a  d i s t a n c i a  
e x i s t e n t e  e n t r e  a l  + 1  btomos. Comenzando a  m i r a r  e l  s i s t e m a  
a  p a r t i r  d e l  btomo i, podemos d e c i r  que  a  una d i s t a n c i a  X c  de  
i e l  mo t ivo  a tdmico  comprendido e n t r e  i e i + X c  ' c a s i '  se re- 
p i t e  a  s L  mismo. 
En e l  e j emplo  de l a  f i g u r a  I I l b  e l  conmensurado mds 
c e r c a n o  es e l  que t i e n e  t res  dtomos en  l a  c e l d a  u n i d a d  y  l a  l on -  
g i t u d  c a r a c t e r l s t i c a  es Xc= 3a con am1 en  e s t e  ca so .  
A c o n t i n u a c i d n  d e s c r i b i r e m o s  10s d i f e r e n t e s  modelos  u s a d o s  
p a r a  a ( z n )  en  e s t e  c a p l t u l o .  
Modelo 1: La f u n c i d n  a ( z n )  e s  l a  e x t e n s a m e n t e  u sada  fun-  
c i d n  de modulac idn  c o s e n o i d a l ,  cuyo pe rPodo  es inconmensurado  
con a ,  l a  c o n s t a n t e  de l a  r e d  c r i s t a l i n a .  Sea  de  aquP en  mbs 
. a =  I.,  e n t o n c e s :  
En (2 .12 )  q  e s  un nGmero irrational, h  es l a  f a s e  de  l a  modula- 
c i 6 n  y  zn= n. E s t o  G l t imo  i m p l i c a  que  en  l a  cadena  unidimen-  
s i o n a l  10s dtomos e s t d n  e q u i d i s t a n t e s  a  d i s t a n c i a  un idad .  E l  
H a m i l t o n i a n o  que  s e  o b t i e n e  h a c i e n d o  Aa=2. e s  e l  que  a p a r e c e  e n  
e l  e s t u d i o  de un e l e c t r 6 n  en  un c r i s t a l  b i d i m e n s i o n a l  a 1  q u e  se 
l e  a p l i c a  un campo m a g n s t i c o  p e r p e n d i c u l a r  como hemos i n d i c a d o  
e n  e l  C a p i t u l o  I ( ~ ~ , ~ ~ ) .  
Como ya d i j i m o s  n ( E )  t i e n e  en  e s t e  c a s o  g a p s  y min igaps .  
Se ha p robado  que l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  i n t e g r a d a ,  N(E), t i e n e  
p a r a  e s t e  modelo c a r a c t e r s s t i c a s  i n t e r e s a n t e s .  S i  E e s t d  en  un 
gap  N ( E ) =  m o  + Q m l ,  mo y  m l  s o n  e n t e r o s  y  Q=2nqa Los 
e n t e r o s  son  d i f e r e n t e s  p a r a  gaps  d i s t i n t o s ,  d e  t a l  manera q u e  
e x i s t e  una forma de c l a s i f i c a r  10s gaps  p o r  meaio  de  un c o n j u n t o  
d e  e n t e r ~ s ( ~ ~ ) .  Se Cree que  p a r a  AaiO e l  e s p e c t r o  de  es t e  
s i s t e m a  es un c o n j u n t o  de C a n t o r  ( 2 5 ) .  Recordernos q u e  un con- 
j u n t o  de  C a n t o r  es un c o n j u n t o  c e r r a d o ,  de  medida n u l a  y  que  
t i e n e  l a  po tenc ia  d e l  cont inuo ( con jun to  no numerable) .  En o t r a s  
p a l a b r a s ,  e l  e s p e c t r o  de H s e r i a  un e s p e c t r o  denso pe r0  d i s c r e -  
t o ,  no habrLa realmente bandas. En e l  caso,  Aa=2., ml e s  
exactamente e l  e n t e r o  que aparece  en l a  conductancia  d e l  e f e c t o  
H a l l  cuan t izado ,  que en una meseta e s  exactamente i g u a l  a  
( m l e 2 ) / h ( 3 7 ) .  
Es t e  modelo ha s i d o  e s tud i ado  por v a r i o s  a u t o r e s  y para  q  
i r r a c i o n a l ,  e l  e s p e c t r o  de H es  independien te  de l a  f a s e  h. 
Mode10 2: En e s t e  segundo modelo proponemos una funcidn 
p e r i b d i c a ,  no a n a l i t i c a ,  pa ra  l a  modulaci6n a ( z n ) ,  una modu- 
l a c i b n  t i p 0  zigzag.  Usamos en e s t e  caso l a  misma ampli tud y pe- 
rxodo que en l a  ecuacidn (2.12) y tambi6n znSn ( l a  red un id i -  
mensional igualmente e spac i ada ) .  
Dentro de l a  p r e c i s i d n  de nues t ro s  r e s u l t a d o s  para  l a  den- 
s i d a d  de e s t ados ,  6 s t a  no depende de l a  f a s e ,  por t a l  razdn he- 
mos e l e g i d o  en todos  10s casos  h=O. 
Los element08 d iagona les  d e l  Hamiltoniano, t i e n e n  en e s t e  
modelo l a  s i g u i e n t e  forma: 
.Las autoenergzas  de sit10 e s t s n  uniformemente d i s t r i b u i d a s  
e n t r e  +Aa y -Aa en e s t e  modelo. Ver f i g u r a  11 .2 .  
F I G U R A  11 .2 :  ~ u t o e n e r g Z a s  de  s i t i o  a ( n )  e n  f u n c i d n  de  l a  
p o s i c i d n  de  10s btomos en  l a  cadena  p a r a  
a )  modelo z i g z a g  y  b) modelo d i e n t e  de  s i e r r a .  
En ambos c a s o s  Q / ~ W = (  f 13-3) /2  
Modelo 3: En e s t e  c a s o  usamos 
Hemos i n t r o d u c i d o  es te  modelo s d l o . p o r  r a z o n e s  de  c o m p l e t i -  
t u d  y  a  10s f i n e s  de pode r  comparar  con l a s  o t r a s  modu lac iones ,  
dado que s u  d e n s i d a d  de e s t a d o s  ya h a  s i d o  o b t e n i d a  a n a l i t i c a -  
men te (32833) .  
Modelo 4: La modulac idn  t i p o  d i e n t e  de s i e r r a  es nuevamen- 
t e  una f u n c i d n  no a n a l i t i c a :  
La d i s t r i b u c i d n  de l a s  a u t o e n e r g x a s  de s i t i o ,  a ( z n ) ,  e s  
c o n s t a n t e  como en  e l  modelo 2 y l a  f u n c i d n  t i e n e  una d i s c o n t i -  
n u i d a d  que  s e  r e p i t e  p e r i d d i c a m e n t e .  V e r  f i g u r a  11.2.  
En t o d o s  10s modelos e s t amos  s u p o n i e n d o  q u e  l a  inconmensu-  
r a c i d n  p r o v i e n e  de un campo e x t e r n o ,  que  no m o d i f i c a  l a s  p o s i -  
c i o n e s  a t b m i c a s ,  p e r 0  que  sS  m o d i f i c a  e l  e n t o r n o  a t b m i c o ,  mani- 
f e s t h n d o s e  e s t a  m o d i f i c a c i d n  a  t r a v 6 s  de l a  modu lac idn  de l a s  
e n e r g z a s  de s i t i o .  Un e j emplo ,  a 1  c u a l  s e  p o d r i a  a p l i c a r  a l g u n o  
d e  e s t o s  modelos  e s  a 1  c a s o  de  l a s  c a d e n a s  de  Hg e n  AsF6Hgg,g, 
cuya  i nconmensu rac idn  e s  de  compos ic ibn .  
11.3 C d l c u l o  de l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  p a r a  10s d i s t i n t o s  
modelos  
La d e n s i d a d  de e s t a d o s ,  n ( E ) ,  f u e  c a l c u l a d a  p o r  medio d e  un 
metodo que  c u e n t a  10s a u t o v a l o r e s  menores  q u e  una e n e r g s a  dada  
( N e g a t i v e  E i g e n v a l u e  C o u n t i n g  Method) .  A p a r t i r  de  a q u i  cuando: 
n o s  r e f i r a m o s  a  e s t e  metodo l o  denominaremos m ~ B t ~ d ~  d e  
Dean" (38 ) .  En e l  Apgndice I1 hacemos una d e s c r i p c i d n  d e l  mismo. 
E s t e  mgtodo s e  p r e s t a  p a r a  c a l c u l a r  d e n s i d a d e s  de  e s t a d o  de  sis- 
t emas  d e s o r d e n a d o s ,  p u e s ,  dado que  en  L s t o s  no e x i s t e  p e r i o d i c i -  
dad  d e l  H a m i l t o n i a n o ,  no s e  puede  u s a r  e l  m6todo de  Bloch ,  q u e  
c o n s i s t e  en  p a s a r  a 1  e s p a c i o  r e c i p r o c o  p o r  medio de  una t r a n s -  
f o r m a c i d n  de F o u r i e r  de  l a s  v a r i a b l e s  d e l  H a m i l t o n i a n o ,  quedando  
f i n a l m e n t e  m a t r i c e s  d e l  tamaHo de  l a  c e l d a  u n i d a d  p a r a  d i a g o n a -  
l i z a r .  
La c e l d a  u n i d a d  de  un s i s t e m a  inconmensu rado  es de  tamaiio 
infinite. Algunos a u t o r e s  aproximan,  en  e s t o s  c a a o s ,  e l  ndmero 
Q que a p a r e c e  en  l a s  e c u a c i o n e s  p o r  2r(L/M),  en  donde L y M s o n  
e n t e r o s  o b t e n i d o s  de l a  e x p a n s i d n  d e l  ndmero i r r a c i o n a l  e n  f r a c -  
c i o n e s  c o n t i n u a s .  Dado que  n o s o t r o s  hemos u s a d o  e l  metodo de  
Dean, que  a 1  s e r  muy e f i c i e n t e  p e r m i t e  c o n s i d e r a r  c a d e n a s  de 
btomos muy l a r g a s ,  no nos hemos v i s t o  en l a  o b l i g a c i d n  de reem- 
p l a z a r  e l  s i s tema inconmensurado por uno conmensurado. De he- 
cho, noso t ros  reemplazamos 10s nGmeros i r r a c i o n a l e s  por e l  ra-  
c i o n a l  m6s cercano den t ro  de 10s l i m i t e s  de p r e c i s i d n  de l a  corn- 
putadora .  En todos 10s c61.culos hemos tomado cadenas a b i e r t a s  
de 10000 btomos cada una. 
Hemos usado t r e s  v a l o r e s  para  Q, cuya expansidn en f r a c -  
c iones  con t inuas  s e  o b t i e n e  ' haciendo en (2.81, ao=O. , y 
a l =  a2= ... =amo r, con r= 2 ,  3  y  36. 0 sea  exp l ic i t amen-  
t e :  
Las razones para  haber se lecc ionado  e s t o s  v a l o r e s  pa ra  Q 
son en p a r t e  de Tndole h i s t d r i c a ,  a  s a b e r s e t  l a s  p r imeras  pu- 
b l i c a c i o n e s  que hemos l e i d o  sobre  e l  p a r t i c u l a r  han s i d o  l a s  de 
Sokolof f ,  quien h i zo  sue cd l cu los  pa ra  ~ / ( 2 n ) = ( f 1 3 - 3 ) / 2  , cuya 
expansidn en f r a c c i o n e s  con t inuas  e s  l a  que corresponde a  r=3 en 
(2 .16) .  E l  e  jemplo r = 2  l o  hemos e l e g i d o '  pues quersamos ob tener  
l a  densidad de e s t ados  para  un s i s tema,  cuyo apar tamien to  d e l  
conmensurado mbs cercano fuese  por exceso,  ve r  ecuacidn (2 .9 ) .  
En e s t e  caso,  e l  conmensurado mbs cercano e s  e l  dado por P= 3  en 
(2 .11)  y  su l ong i tud  c a r a c t e r i s t i c a  e s  A,' a , ,  con a l P  2. 
E l  caso r-3 puede cons ide ra r se  como una pe r tu rbac idn  a  un s i s t e -  
ma con ce lda  unidad i g u a l  a  t r e s  y  l ong i tud  c a r a c t e r g s t i c a ,  
A,, i g u a l  a  a l ,  con a l =  3. Y f i na lmen te ,  e l  ejemplo co- 
r r e s p o n d i e n t e  a  r= 36 fue  e l  primer ejemplo que s e  nos o c u r r i d  
c a l c u l a r  po rque  r e s u l t a  i n t e r e s a n t e  v e r  s i  aGn p a r a  e l  c a s o  de 
c o n s i d e r a r  un s i s t e m a  inconmensurado,  t a l  que  s u  conmensurado 
m5s c e r c a n o  t i n e  c e l d a  un idad  g rande ,  s e  pueden  d i s t i n g u i r  10s 
e f e c t o s  que produce  l a  inconmensurac idn .  
En l a s  f i g u r a s  11.3 y 11.4 mostramos h i s t o g r a m a s  p a r a  l a  
d e n s i d a d  de e s t a d o s  ( p a r a  l a  m i t a d  de l a  banda ya  que  n ( E )  es 
s i m d t r i c a  en t o d o s  e s t o s  modelos)  p a r a  r33  y  Aa= 1. y  3. r e s p e c -  
t i v a m e n t e .  Las d e n s i d a d e s  de e s t a d o s  s o n  s o r p r e n d e n t e m e n t e  de- 
p e n d i e n t e s  de l a  f u n c i d n  p e r i d d i c a  u sada  p a r a  l a  modulac idn  de  
l a s  a u t o e n e r g i a s  de s i t i o .  La f u n c i d n  c o s e n o  da l u g a r  a  g a p s  
g r a n d e s ,  m i e n t r a s  que l a  t a n g e n t e  no p o s e e  ninguno.  La f u n c i 6 n  
z i g z a g  p roduce  una d e n s i d a d  de  e s t a d o s  s i m i l a r  a  l a  de  l a  modu- 
l a c i d n  t i p 0  coseno ,  m i e n t r a s  que  l a  modulac idn  d i e n t e  de  s i e r r a  
e s  b a s t a n t e  d i f e r e n t e  de l a s  o t r a s  dos  y produce  gaps  mbs peque-  
30s. 
S i  d e f i n i m o s  p=2n/Q, e s t e  p a r a m e t r o  i n d i c a  e l  nGmero prome- 
d i o  de Ltomos p o r  p e r s o d o  de l a  modulac idn ,  que  en  e l  c a s o  qua  
e s t a m o s  t r a t a n d o  e s  3.3. En 10s modelos z i g z a g  y d i e n t e  de s i e -  
r r a  e l  gap mbs ancho  e s t b  p r o b a b l e m e n t e  a s o c i a d o  con e l  gap que  
t i e n e  e l  s i s t e m a  conmensurado con t r e s  'Itomos p o r  c e l d a  u n i d a d  
( t r e s  e s  e l  e n t e r o  impar  mbs prdximo a  p ) .  
~ 6 n  cuando en e l  modelo con modulac idn  coseno  p a r a  Aa= 2. 
segGn Aubry ( 1 7 )  , t o d o s  10s e s t a d o s  s e  l o c a l i z a n  s imul tbneamen-  
t e ,  e s  i n t e r e s a n t e  n o t a r  que  no a e  o b s e r v a  ningGn cambio c u a l i -  
t a t i v o  en  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  a 1  p a s a r  de Aa < 2. a  Aa ? 2. 
En l a  f i g u r a  11.5 s e  m u e s t r a n  10s h i s t o g r a m a s  o b t e n i d o s  pa- 
r a  r=36  y Aa= l. Uno e s p e r a r S a  v e r  35 o  m6s gaps  en  l a  d e n s i d a d  
d e  e s t a d o s ,  p e r 0  d e b i d o  a  que e l  p a s o  d e l  h i s t o g r a m a  no es l o  
s u f i c i e n t e m e n t e  pequefto, no t o d o s  e l l o s  s o n  e v i d e n t e s .  Nuevamen- 
t e  en es te  e j emplo  l a 8  d e n s i d a d e s  de e s t a d o  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  
l a s  modu lac iones  coseno  y  z i g z a g  s o n  s i m i l a r e s  e n t r e  s 5 ,  mien- 
t r a s  que  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  l a  modulac idn  d i e n t e  de  s i e r r a  

t i e n e  gaps  m6s a n g o s t o s .  En l a s  r e g i o n e s  en  l a s  c u a l e s  hay 
g a p s ,  e s p e c i a l m e n t e  en e l  c a s o  de l a s  modu lac iones  z i g z a g  y  co- 
s e n o ,  l a s  bandas  t i e n e n  t o d a s  e l  mismo ancho  y  a l t u r a .  E s t o  
s i g n i f i c a  que  c o n t i e n e n  e l  mismo nGmero de n i v e l e s  de  e n e r g g a  en  
e l  mismo i n t e r v a l o .  
En t o d o s  10s c h l c u l o s  se ha tomado t= 1. 
FIGURA 11.5: I g u a l  qua en  l a  f i g .  11.3 p e r 0  con r=36  en  
( 2 . 1 6 )  
11.4 ~ i s t r i b u c i d n  de 10s e s t a d o s  e l e c t r d n i c o a  en  l a s  ban- 
d a s  y  min ibandas  
11.4.1 ~ r o p o r c i d n  de 10s e e t a d o s  en  l a s  bandas  p r i n c i p a l e s  
P a r a  t o d a s  l a s  modu lac iones  u s a d a s  s e  ha o b s e r v a d o  que  l a  
d e n s i d a d  de e s t a d o s  s e  s u b d i v i d e  en  P bandas  p r i n c i p a l e s ,  cada  
una de l a s s  cua l e s  posee a su vez subbandas. Las bandas p r i n c i -  
p a l e s  s e  c a r a c t e r i z a n  por contener  e l  s i g u i e n t e  nGmero de e s t a -  
doe: 
Caso 1: 
En e s t e  caso Q/(27r )=  q= 1/P + 6 ,  6 e s  un p o r c e n t a j e  "xn de 
1 /P ,  o  sea:  
Las P-1 bandas l a t e r a l e e  con t ienen  e l  s i g u i e n t e  nGmero de 
e s t ados :  
A= ( N o  t o t a l  de est'ados + I x  1 *No t o t a l  de e s t a d o s ) / ~  
(2.18) 
y  l a  banda c e n t r a l  con t i ene  B es t ados ,  s iendo:  
B= A - ( x  ( *No t o t a l  de e s t ados  
Caso 2: 
En e s t e  caso s e  t i e n e ,  Q/(2n)=q=l/P - 6 .  ~ a m b i 6 n  en e s t e  
caso  hay un t o t a l  de P bandas, l a s  P-1 bandas l a t e r a l e s  con t i e -  
nen e l  s i g u i e n t e  nGmero de es tados :  
A= ( N o  t o t a l  de e s t ados  - I x  1 *No t o t a l  de e s t a d o s ) / P  
( 2 . 2 0 )  
y l a  banda c e n t r a l  t i e n e  B es t ados ,  s i endo  B: 
B= A + N o  t o t a l  de e s t a d o s q  x  I 
0 sea  que "mirandon a 1  inconmensurado desde e l  conmensurado 
mbs cercano s e  observa que l a  proporcidn de e s t a d o s  en d e f e c t 0  o  
en exceso que t i e n e  l a  banda c e n t r a l  ( l a  banda que s e  encuent ra  
a l r e d e d o r  de E= 0.)  con r e s p e c t o .  a  l a s  bandas l a t e r a l e s ,  e s t d  
es t rechamente  vinculado con e l  grado de apar tamien to  d e l  incon- 
mensurado con r e spec to  a 1  conmensurado mds cercano. 
Se desprende de todo l o  dicho que, c u a l q u i e r a  s e a  e l  grado 
de inconmensuraci6n8 s e  t r a t e  de inconmensurados cuyo a p a r t a -  
miento d e l  conmensurado mds cercano sea  por exceso o  por d e f e c t o ,  
s iempre hay es tados  en E= 0. Los Gnicos casos  para  10s c u a l e s  
l a  densidad de es tados  no con t iene  una banda en Em00 , son aque- 
110s en 10s cua l e s  s e  e s t d  en p re senc i a  de un conmensurado de 
orden par .  
En l a  t a b l a  11.1 aparecen 10s p o r c e n t a j e s  mdximos d e l  n6me- 
r o  t o t a l  de e s t ados  que pueden p r e s e n t a r  en exceso o  en d e f e c t o ,  
con r e s p e c t o  a  l a s  bandas ' l a t e r a l e s ,  10s s i s t emas  inconmensura- 
dos en su banda c e n t r a l .  Es t a  t a b l a  nos e s t s  ind icando  que en 
caso  de t e n e r  una inconmensuracidn d e l  t i p 0  1/3 + 6 ,  nunca po- 
dremos t e n e r  en l a  banda c e n t r a l  un nGmero de e s t ados  que s ea  
menor que e l  nGmero de e s t ados  de l a a  bandas l a t e r a l e s  menos e l  
50% d e l  t o t a l  de e s t ados ;  de l a  misma manera s i  q=1/3 - 6 ,  l a  
banda c e n t r a l  nunca podra t e n e r  un exceso de e s t a d o s  con respec-  
t o  a  l a s  bandas l a t e r a l e s  que sea  mayor que e l  2 5 %  d e l  t o t a l  de 
e s t a d o s - y  as5 sucesivamente. 1 
La e s t r u c t u r a  de bandas d e l  inconmensurado e s ,  en tonces ,  un 
r e f l e j o  de l a  e s t r u c t u r a  de bandas d e l  conmensurado mbs cercano.  
S i  e l  n i v e l  de Fermi cayese en E= 0. e l  s i s tema podr i a  s e r  con- 
duc to r ,  cua lqu i e r a  fuese  e l  grado de inconmensuracibn, dado que 
un inconmensurado siempre t i e n e  e s t ados  en E= 0. 
T A B L A  11.1: P o r c e n t a j e s  mdximos d e l  nGmero t o t a l  de e s t a -  
d o s ,  que pueden p r e s e n t a r  en  e x c e s o  o  en  d e f e c -  
t o ,  con r e s p e c t o  a  l a 8  bandas  l a t e r a l e s ,  10s 
s i s t e m a s  inconmensurados  en  s u  banda c e n t r a l  en  
f u n c i d n  d e l  conmensurado mbs c e r c a n o ,  cuya pe- 
r i o d i c i d a d  v i e n e  dada p o r  q = l / P  
Conmensurado 
mbs c e r c a n o  
q= 1 /P 
P o r c e n t a j e s  
d e  
a p a r t a m i e n t o  
De l a  t a b l a  11.1 s e  d e s p r e n d e  que  c u a n t o  mbs g rande  s e a  l a  
c e l d a  u n i d a d  d e l  conmensurado mbs c e r c a n o ,  menos s e  va a  d i f e -  
r e n c i a r  l a  e s t r u c t u r a  de bandas  d e l  inconmensurado  con r e s & c t o  
a  l a  de aqu61. En l o  que  sx a e  d i s t i n g u i r a n ,  sera  en  l a  a p a r i -  
c i d n  de l a s  min ibandas ,  t a l  como veremos en  l a  s e c c i 6 n  s i g u i e n -  
t e .  






p r o p o r c i d n  de  10s e s t a d o s  en  l a s  m i n i b a n d a s  
P a r a  d e t e r m i n a r  l a  p r o p o r c i d n  de e s t a d o s  en  l a s  min iban-  
d a s  s e  ha a n a l i z a d o  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  p a r a  10s t r e s  t i p o s  
d e  Hami l ton iano  que p r e s e n t a n  e s t r u c t u r a  de  m i n i g a p s ,  p a r a  e l  
v a l o r  q c o r r e s p o n d i e n t e  a  r=3.  En e l  c a s o  de l a  modulac idn  t i p o  
c o s e n o  hemos c a l c u l a d o  tambi6n  p a r a  r=2 ,  4 y 6. Hemos usado  e n  
t o d o s  10s c a s o s  cadenas  de 1000 6tomos y  v a r i o s  v a l o r e s  d e , d a .  
En l a s  t a b l a s  11.2 y 11.3 a p a r e c e n  10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s .  
. ;  
_ .' . 
Las t a b l a s  deben i n t e r p r e t a r a e  de l a  s i g u i e n t e  manera, tb -  
.. . 
mese, por ejemplo, l a  t a b l a  11.3, modelo zigzag.  Se ha c a l c u l a -  - 
do para  r-3, como d i ce  a 1  comienco de l a  t a b l a .  E l  s i s t ema  t i-e-  
ne t r e s  bandas, para  cada va lo r  de Aa f i g u r a  cdmo s e  subdiv ide  
cada banda p r i n c i p a l ;  as5  para  Aa= I . ,  l a  banda 1  s e  subdiv ide  
( d e  acuerdo con l a  p r e c i s i 6 n  de nues t ro s  c 6 l c u l o s )  en t r e s  i i n i -  
-- 
bandas, l a s  cua l e s  con t ienen  de i z q u i e r d a  a  derecha 92, 119'y. 92 . 
. , 
es t ados  cada uno, respect ivamente .  La segunda banda p r i n c i p a l  
(banda c e n t r a l ) ,  s e  subdiv ide  tambi6n en t r e s  minibandas, que 
con t ienen  92, 210 y  92 e s t ados  respec t ivamente ,  y  l a  t e r c e r a  
banda p r i n c i p a l  s e  subdiv ide  de l a  misma forma que l a  pr imera .  
Se ha tomado, en todos  10s caaos,  e l  mismo paso de e n e r g i a s  
a 1  c a l c u l a r  l a  densidad de e s t ados ,  AE= . O 2 t  y t=1.  en todos  10s 
ejemplos.  En l a s  f i g u r a s  11.3, 11.4 y  11.5 e l  paso de e n e r g i a s  
tomado e s  i g u a l  a  A ~ = . 0 4 t  . 
Para  l a  modulacidn coseno, e l  v a l o r  de Aa para  e l  c u a l  l a  
e s t r u c t u r a  de gaps y  minigaps e s  m6s ev iden te  e s  Aa=2., l o  c u a l  
e s t a  de acuerdo con l o  ob ten ido  por o t r o s  a u t o r e s .  A p a r t i r  de 
e s t e  v a l o r  de Aa, hac i a  a r r i b a  o  hac i a  aba jo ,  e l  ancho de 10s 
minigaps disminuye. 
En e l  caso d e l  Hamiltoniano t i p o  z igzag  (Tabla  I I . 3 ) ,  l a s  
bandas l a t e r a l e s  p resen tan  mayor e s t r u c t u r a  para  Aa= 2. y  a  l a  
banda c e n t r a l  l e  ocur re  l o  p rop io  para  Aa= 3. 
En e l  Hamiltoniano d i e n t e  de s i e r r a  e l  v a l o r  de Aa para  e l  
c u a l  10s minigaps t i e n e n  ancho m6ximo e s  1. 
Como hemos usado cadenas r e l a t i vamen te  c o r t a s  aparecen,  de- 
b ido a  10s e f e c t o s  de borde, algunos e s t ados  a i s l a d o s  que hemos 
sumado a  l a  minibanda m6s cercana en energ ia .  - 
~ 6 n  cuando noso t ros  no tenemos s u f i c i e n t e s  r e s u l t a d o s  como 
pa ra  i n f e r i r  una s i s teml i t i ca  como l a  h a l l a d a  por  Janssen  en e l  
c a s o  v i b r a c i o n a l  ( I 3 ) ,  podemos a f i r m a r  que l a  d i v i s i d n  y  s u b d i -  
v i s i d n  de l a s  bandas en  t o d o s  10s c a s o s  acompaHa a  l a  e x p a n s i 6 n  
d e l  nGmero i r r a c i o n a l  en  f r a c c i o n e s  c o n t i n u a s  ( v e r  e c u a c i 6 n  
( 2 . 8 )  1 de  l a  manera como s e  d e s c r i b e  a  c o n t i n u a c i b n .  S iempre  
t end remos  P bandas p r i n c i p a l e e ,  r e c u e r d o  d e l  conmensurado mSs 
c e r c a n o .  S i  P= a l + l ,  o  s e a  s i  a l  e s  un e n t e r o  p a r ,  e n t o n c e s  
l a s  s u b d i v i s i o n e s  obedecen  l a  s i g u i e n t e  l e y  ( v e r  t a b l a s  11.2 y  
1 1 . 3 ) :  
p r i m e r a  s u b s i v i s i d n  
segunda  s u b d i v i s i d n  
i + l - Q s i m a  s u b d i v i s i d n  
(2 .22 )  
e n  ( 2 . 2 2 ) ,  A ~ =  ( l + x ) / ( a l ) ,  x  es e l  p o r c e n t a j e  de  a p a r t a m i e n -  
t o  d e l  nGmero i r r a c i o n a l  con r e s p e c t o  a 1  r a c i o n a l  m6s c e r c a n o  
d e l  t i p 0  1/P, con P  e n t e r o  impar .  La s e c u e n c i a  ( 2 . 2 2 )  i n d i c a  
q u e  l a  p r i m e r a  s u b d i v i s i d n  ( b a n d a s  p r i n c i p a l e s ) ,  c o n s t a  de  a1 
bandas  l a t e r a l e s  con A~ e s t a d o s  y  l a  banda c e n t r a l  con  A1 es-- 
t a d o s ,  de t a l  manera qua en  t o t a l  suman 1. A .  s u  v e t ,  l a s  bandis 
l a t e r a l e s  s e  s u b d i v i d i r g n  en  a 2  bandas  con A l  e s t a d o s  y  una 
banda con e s t a d o s ,  de t a l  manera que  t o d a s  sumen A. e s t a -  
dos  y a s 5  suces ivamen te .  
En e l  c a s o  en e l  c u a l  P=a l ,  o  s e a  a 1  e s  un e n t e r o  i m -  
p a r ,  l a  l e y  de s u b d i v i s i d n  en  bandas  es l a  s i g u i e n t e :  
en.  f uncio'n de l  grado de inconmensuracibn' y de Aa: 





1. 162 162 162 
2 162 162 162 
3 162 26 27 57 26 26 
4 27 27 
5 162 26 26 56 27 27 
6 161 162 162 
7 162 163 162 
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En (2 .23 ) ,  A o =  ( l w x ) / a l  y  Al=x. Nuevamente l a  subdi-  
v i s i d n  en bandas s igue  l a  secuenc ia ,  t a l  como s e  e x p l i c d  para  e l  
caso  a n t e r i o r .  
11.5 E jemplo d e l  Hg3-(3~sF6 ~ d l c u l o  aproximado d e l  po- 
~l compuesto Hg3-gAsF6 p e r t e n e c e  a  una c l a s e  de conduc- 
t o r e s  a n i s o t r d p i c o s ,  que cons i s t en  en cadenas me t6 l i ca s  de i ones  
de mercurio que t i e n e n  como sopor t e  una ma t r i z  i d n i c a  (39). En 
l a  f i g u r a  11.6 aparece l a  e s t r u c t u r a  c r i s t a l i n a  d e l  compuesto. 
Los iones  oc t ahed r i cos  de A s F 6 '  forman una red  t e t r a g o n a l  
(a=b=7.54A, c=12.34A), den t ro  de l a  cua l  hay cana les  que no s e  
i n t e r s e c t a n  y que cor ren  p a r a l e l o s  a  10s e j e s  a  y  b, como s e  ve 
en l a  f i g u r a .  No hay cadenas de Hg p a r a l e l a s  a 1  e j e  c. La d i s -  
t a n c i a  e n t r e  Hg y Hg den t ro  de l a s  cadenas,  que e s  d= 
2.64A8 e s  inconmensurada con l a  cons t an t e  de red de l a  mat r iz  
t e t r a g o n a l  y a  temperatura  ambiente l a s  pos i c iones  de 10s btomos 
de Hg den t ro  de una d a d a  cadena e s tdn  desordenadas con r e spec to  
a  l a s  pos i c iones  de 10s 'Itomos de Hg en cadenas vec inas .  A 
I 
T C 3  120 K hay una t r a n s i c i d n  de f a s e  y  l a s  cadenas de Hg s e  
ordenan formando una red t r i d i m e n s i o n a l  r e g u l a r .  Se han l l e v a d o  
a  cab0 mediciones p r e c i s a s  con d i f r a c c i d n  de neutrones  que i n d i -  
can que l a  es tequiometrca  d e l  compuesto e s  Hg3,6AsF6, 6 de- 
pende de l a  temperatura ,  var iando de -18 a  t empera tura  ambiente 
a  - 2 1  a  ba j a s  t e m p e r a t u r a s ( 4 0 ) .  Como consecuencia  de su es-  
t r u c t u r a ,  l a s  propiedades e l e c t r d n i c a s  de e s t e  s i s tema son muy 
a n i s o t r d p i c a s .  Es te  s i s tema p r e s e n t a  una inconmensuracidn de 
composicidn. E l  hecho de que l a  d i s t a n c i a  Hg-Hg sea  inconmensu- 
rada con l a  cons t an t e  de red de l a  red  subyacente  de AsF6 ' ,  
t i e n e  como e f e c t o  que l a  i n t e r a c c i d n  e n t r e  l a s  cadenas de mercu- 
r i o  y  l a  mat r iz  de A s F 6 -  s e a  d e ~ ~ r e c i a b l e ( ~ ~ ~ ~ ~ ) .  La in -  
t e r a c c i 6 n  e n t r e  cadenas de Hg, por encima de T,, e s  muy peque- 
Ea y  por l o  t a n t o  s e  puede cons ide ra r  a 1  s i s tema de cadenas de 
mercur io  como realmente unidimensional  ( 4 4 ) .  
FIGURA 11.6: Vista de la  estructura cristalina del compu-to Hg3-6AsF6 
<I. , 
Figura sacada de la  referencia 40. 
Hemos ca lcu lado  e l  p o t e n c i a l  sobre  10s Stomos de Hg, para  
v e r  s i  l o  que s e  ob t i ene  puede s e r  comparado con alguno de 10s 
p o t e n c i a l e s  propuestos  en l a  secc idn  1 1 . 2 .  
En 10s cSlcu los  d e l  p o t e n c i a l  e l e c t r o s t B t i c o , ~ ~ ~ (  r)/qHgZ 
l jq j / r i j r  hemos descar tado  l a  i n f l u e n c i a  de 10s <ones de 
F luor  por poseer  &st08 capa ce r r ada  de e l e c t r o n e s .  Para  calcu-  
l a r  e s t e  p o t e n c i a l  s e  ha e s c r i t o  un programa que genera l a s  ca- 
denas de Hg y l a  mat r iz  de A s .  De e s t e  programa e x i s t e n  dos 
v e r s i o n e s ,  en una de e l l a s  l a s  cadenas de Hg e s t d n  desordenadas 
unas con r e spec to  a  l a s  o t r a s  (nun lockedw)  y  l a  o t r a  ve r s idn  ge- 
nera  e l  s i s tema por debajo de Tc, o  sea  una red  t r i d i m e n s i o n a l  
ordenada ( " l o c k e d H ) .  
Para c a l c u l a r  V H g ( r )  s e  tomaron t a n t a s  capas de Hg y de 
A s  como s e  h i zo  necesa r io  en cada caso,  para  ob tener  n e u t r a l i d a d  
en  e l  en torno  de 10s rnercurios considerados  ( c o n ,  una p r e c i s i 6 n  
de *.Ole' 1 .  Se tom6 a 1  grupo A S F ~  con una ca rga  pun tua l  
i g u a l  a  -1. Dado que hay--2.86 htomos de Hg por cada grupo 
A S ! F ~ ,  s e  tom6 a cada Hg como una carga  puntua l  de 0.35+: 
E l  p o t e n c i a l  ob ten ido  sobre  cada Stomo de una cadena de Hg 
pa ra  e l  caso en e l  c u a l  l a s  cadenas es tSn  c o r r i d a s  unas con res -  
pec to  a  l a s  o t r a s  en forma a l e a t o r i a ,  aparece  g r a f i c a d o  en l a  
f i g u r a  11.7 y e l  ob ten ido  para  l a 8  cadenas ordenadas aparecen en 
l a  f i g u r a  11.8. 
Hemos ca lcu lado  e l  promedio d e l  p o t e n c i a l  pa ra  10s dos ca- 
s o s  ( locked  y. unlocked) obteniendot 
vng= 1 ( i )  /N= -. 0644eV cadenas de Hg a 1  a z a r  
vHg= 1 VHg(i)/N=-.0641eV cadenas de Hg ordenadas  
en e s t a s  expres iones  N e s  e l  ndmero de mqrcurios cons iderado  en 
e l  promedio ( 2 3  btomos). De l a  comparaci6n de 10s d a t o s  ob t en i -  
dos para  VHg en ambos casos ,  s e  desprende que 10s mercur ios  


"ven" sobre  todo a  10s a r sgn icos  y 10s primeros vec inos  Hg, o  
s e a  que l a  a l e a t o r i e d a d  en l a  pos i c idn  r e l a t i v a  de 10s btomos en 
l a s  d i s t i n t a s  cadenas no produce ningGn cambio s i g n i f i c a t i v o  en 
e l  comportamiento d e l  po t enc i a l .  
De l a s  f i g .  11.7 y  11.8 s e  desprende que s e  puede iajus- 
t a r  t a n t o  una funcidn t i p 0  z igzag como una t i p 0  coseno por  10s 
v a l o r e s  d e l  p o t e n c i a l  VHg obten idos .  En 10s g r 6 f i c o s  hemos 
hecho pasa r  una funcibn t i p 0  zigzag.  
~1 per iodo que esperbbamos ob tener  para  VHg e r a  de 7.54A. 
que e s  l a  d i s t a n c i a  e n t r e  10s btomos de A s ,  per0  de l a s  f i g u r a s  
s e  ob t i ene  un per iodo T=d*n, s iendo  n  e l  nGmero promedio de bto- 
mos por cada v u e l t a  d e l  z igzag,  i g u a l  a  T=dfn=2.64*3.28A= 8.66A. 
Creemos que l a  razBn por l a  cua l  no hemos ob ten ido  e l  persodo 
c o r r e c t o  en e l  cb l cu lo  d e l  p o t e n c i a l ,  s e  debe a  que e l  p o t e n c i a l  
de l a  forma l / r  converge muy lentamente  y  que hub ie r a  s i d o  nece- 
a a r i o  tomar muchas mbs capas de dtomos a l r ededor  de : cada mer- 
c u r i o  para  poder ob tener  me j o r e s  r e s u l t a d o s .  Con e l  o b j e t o  de 
co r robo ra r  l o  dicho,  hemos probado ca lcu lando  con i n  p o t e n c i a l  
de l a  forma l / r 4 ,  que converge muchisirno mbs rbp ido  y  t a l  como 
l o  esperbbamos, s e  obtuvo e l  pe r iodo  c o r r e c t o .  
L 
Surge de 10s cSlcu los  hechos que t a n t o  e l  p o t e n c i a l  con mo- 
du l ac idn  t i p o  coseno como l a  funcidn z igzag  pueden t e n e r  s e n t i d o  
f i s i c o  y cub1 de 10s p o t e n c i a l e s  s e  encuent ra  mbs ce rca  de l a  
r e a l i d a d  en cada caso p a r t i c u l a r ,  s e  desprender6 de l a s  p rop ie -  
dades e l e c t r d n i c a s  p rop i a s  de cada ejemplo. 
En e s t e  t r a b a j o  s e  han usado v a l o r e s  grandes para  Aa, con 
e l  o b j e t o  de hacer  mss n o t o r i o s  10s e f e c t o s  de l a  inconmensura- 
c idn r  mucho mayores que 10s que resultan de 10s cSlculos de esta secci6n. 
11.6 Conclus iones  
Hemos mostrado h a s t a  aqu l  que l a  e s t r u c t u r a  de l a  dens idad 
de e s t a d o s  e l e c t r d n i c a  de 10s s i s t e m a s  inconmensurados depende 
fue r t emen te  d e l  t i p o  de modulacidn usada pa r a  10s elementos  d ia -  
gona les  d e l  Hamiltoniano. 
Un r e s u l t a d o  i n t e r e s a n t e  que hemos ob t en ido  e s  que l a  d i s -  
t r i b u c i d n  de e s t ados  en gaps y minigaps depende en t odos  10s ca- 
s o s  de l a  expansidn d e l  nGmero irrational q  ( c o c i e n t e  e n t r e  dos 
p e r i o d i c i d a d e s  que compiten d e n t r o  d e l  s i s t e m a )  en f r a c c i o n e s  
con t i nuas .  ~ d e m b s ,  e l  nGmero de e s t a d o s  en exceso  o en d e f e c t 0  
en  l a  banda c e n t r a l  de l a  dens idad de e s t a d o s ,  con r e s p e c t o  a 1  
nGmero de e s t a d o s  en l a 8  bandas l a t e r a l e s  e s  e l  mismo p a r a  t odos  
10s t i p o s  de modulacidn en 10s . cua les  e x i s t e n  gaps. 
Una d i f e r e n c i a  de impor tanc ia  e n t r e  10s d i s t i n t o s  modelos 
e s t u d i a d o s ,  c o n s i s t e  en que e l  v a l o r  de l a  ampl i tud  de l a  modu- 
l a c i d n  pa ra  e l  cua l  l a  e s t r u c t u r a  de gaps y minigaps s e  hace  mbs 
e v i d e n t e  e s  d i s t i n t o  en cada caso. En e l  ejemplo con l a  modula- 
c i dn  t i p 0  coseno, e s e  v a l o r  e s  Aa+ 2. p a r a  t oda  l a  banda. En e l  
c a s o  de l a  modulacidn t i p o  z igzag  e s e  v a l o r  depende de l a  mini- 
banda que estemos considerando y d e l  v a l o r  de q  y e l  modelo 
d i e n t e  de s i e r r a  depende d e l  v a l o r  de q. 
Calculando aproximadamente e l  p o t e n c i a l  sob re  10s dtomos de 
l a s  cadenas de ~g  d e l  compuesto Hgg,gAsF6 hemos mostrado que 
l a  modulacidn t i p 0  z igzag  i n t r o d u c i d a  por  n o s o t r o s  pa r ece  t a n  
adecuada como l a  modulacidn t i p o  coseno pa r a  e l  e jemplo  cons ide -  
rado.  
CAPITULQ I11 . 
Introduccidn de desorden en 10s sistemas inconmensurados 
unidimensionales 
111.1 Introduccidn 
Los sistemas inconmensurados tienen en comfin con 10s siste- 
mas desordenados el no poseer una celda unidad, cuya repeticidn 
d6 como resultado el cristal, en otras palabras, 10s dos tipos 
de sistemas carecen de periodicidad. A diferencia de lo que 
ocurre en 10s sistemas desordenados, en 10s inconmensurados 
existe orden de largo alcance. Cabe, entonces, preguntarse cdmo 
son las diferencias que existen entre las sistemas desordenados 
y 10s distintos modelos inconmensurados entre ss. 
Hemos elegido, en este trabajo, comparar con el modelo de 
Anderson de sistema desordenado. Se trata de un modelo de unio- 
nes fuertes, en el cual el desorden se manifiesta en 10s elemen- 
tos diagonales del Hamiltoniano. Este desorden se obtiene eli- 
giendo a1 azar 10s elementos diagonales del Hamiltoniano de una 
distribucidn uniforme de probabilidades, P( a) ( 4 5 ) m  0 sea: 
-Aa<a<Aa 
fuera de este interval0 
( 3 . 1 )  
de tal manera que 2Aa es el ancho de la distribucidn. Esta dis- 
tribucidn de 10s elementos diagonales del Hamiltoniano es la 
misma que en nuestros dos modelos inconmensurados, a pesar de 
que en un caso habra correlacidn entre Stomos vecinos y en el 
otro no. Hay diferencias obvias en n(E), ya que en un caso hay 
gaps, mientras que en el otro no. 
Nos hemos p l a n t e a d o  dos  modelos  d i s t i n t o s  p a r a  i n t r o d u c i r  
d e s o r d e n  en  10s s i s t e m a s  inconmensuradoe:  e n  e l  p r i m e r  c a s o ,  
t o d o s  10s e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  d e l  s i s t e m a  inconmensu rado  s o n  
m o d i f i c a d o s  a 1  a z a r  s i g u i e n d o  l a  misma l e y ,  m i e n t r a s  q u e  en  e l  
s egundo  modelo unos pocos  e l e m e n t o s  de  m a t r i z ,  s e l e c c i o n a d o s  a 1  
a z a r ,  son  m o d i f i c a d o s  d e j a n d o  e l  r e s t o  i n t a c t o .  En ambos c a s o s  
l a  d i s t r i b u c i d n  e s  t a l  que  conduce a 1  d e s o r d e n  de  ~ n d e r s o n ,  
cuando  e l  g r ado  de d e s o r d e n  s e  aproxima a  s u  v a l o r  m 6 x i m 0 ( ~ ~ ) .  
R e c i e n t e m e n t e ,  He Aoki ha p u b l i c a d o  un t r a b a j o  e n  e l  que  
e s t u d i a  i a  e s t r u c t u r a  e l e c t r d n i c a  de  s i s t e m a s  que  p o s e e n  una 
d i s t o r s i b n  modulada d e  l a  r e d  y l e a  ha  i n t r o d u c i d o  d e s o r d e n ,  
t amb ien  d e l  t i p o  d e l  de  A6n cuando  e n  e l  p ro -  
blema de Aoki l a  modulac idn  s e  m a n i f i e s t a  a  t r a v 6 s  d e  10s e l e -  
mentos  no d i a g o n a l e s  d e l  H a m i l t o n i a n o  de  u n i o n e s  f u e r t e s ,  en- 
c u e n t r a ,  t ambi6n  en e s t e  c a s o ,  que l a  e s t r u c t u r a  e l e c t r d n i c a  d e l  
s i s t e m a  e s  muy d i s t i n t a  a  l a  d e l  s i s t e m a  d e s o r d e n a d o  s i n  d i s t o r -  
s i d n  y  que  l a  misma e s  s e n s i b l e  a  l a  magn i tud  y pe rPodo  de  l a  
modulac ibn .  
111.2 Modelos de d e s o r d e n  
Los d o s  t i p o s  de d e s o r d e n  que  hemos i n t r o d u c i d o  p o d r 4 a n  
u t i l i z a r s e  p a r a  s i m u l a r  e l  p r o c e s o  de f u s i d n .  En ambos e l  de- 
s o r d e n  s e  m a n i f i e s t a  a  t r a v e s  de 10s e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  d e l  
H a m i l t o n i a n o  ( a u t o e n e r g x a s  de  s i t i o ) .  
Se  t r a t a  de e s t u d i a r  en e s t e  C a p i t u l o  cdmo c o n v e r g e n  a 1  li- 
m i t e  t o t a l m e n t e  d e s o r d e n a d o  10s modelos  i nconmensu rados  a 1  i n -  
t r o d u c i r  10s dos t i p o s  de  deso rden .  
a )  Desbrden uniform8 
En e s t e  t i p o  de  d e s o r d e n ,  l a s  a u t o e n e r g s a s  d e  s i t i o  
a d ( z n )  d e l  s i s t e m a  e s t s n  dadas  p o r  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i b n :  
donde R, e s  un nGmero a1  aza r  que s e  encuent ra  en e l  i n t e r v a l o  
[ -da ,+da] ,  x  e s  e l  grado de desorden y 10s a ( z n )  e s t d n  dados 
por  10s modelos inconmensurados i n t roduc idos  en e l  c a p i t u l o  an- 
t e r i o r .  
En e l  l l m i t e  x+O, e l  s i s tema t i e n d e  a 1  inconmensurado o r i -  
g i n a l ,  mien t ras  que en e l  l i m i t e  x+1 s e  o b t i e n e  e l  modelo de 
Anderson. 
b )  Deaorden tipo dialocacibn 
E s t e  modelo de desorden podr la  s imu la r  un proceso  de fu- 
s i b n  provocado por l a  p r e senc i a  de d i s l o c a c i o n e s .  En e s t e  caso 
s e  s e l ecc iona  a1  aza r  una f r a c c i d n  x  de dtomos d e l  s i s tema in -  
conmensurado y s e  l e  as igna  a  cada uno de e s t o s  btomos au toener -  
g5as de s i t i o  ob ten idas  a1  a z a r  den t ro  d e l  i n t e r v a l o  [ -da ,+ba] .  
d  Sea para  e s t o s  btomos a  (2 , ) "  Rn. E l  r e s t o  de l a s  autoe-  
n e r g i a s  queda i n a l t e r a d o ,  o  s ea ,  conserva 10s v a l o r e s  que t e n l a  
d e n t r o  d e l  modelo inconmensurado usado. 
~ a m b i 6 n  en e s t e  caso,  en e l  l i m i t e  x+O e l  s i s t ema  t i e n d e  a 1  
inconmensurado o r i g i n a l ,  mien t ras  que en e l  l i m i t e  x + l  s e  ob t ie - -  
ne un s i s tema to ta lmente  desordenado de Anderson. 
E s  G t i l  i n t r o d u c i r  una medida de l a  de sv i ac ibn  de cada sis- 
tema inconmensurado, parc ia lmente  desordenado, con r e s p e c t o  a l  
modelo de Anderson to t a lmen te  desordenado. A t a l  e f e c t o ,  hemos 
i n t r o d u c i d o  e l  pardmetro 8 ( x ) ,  d e f i n i d o  por  l a  s i g u i e n t e  expre- , - -  
s i 6 n :  
En l a  expres ign a n t e r i o r ,  n (E ,x)  e s  l a  densidad de e s t a d o s  
d e l  s i s tema inconmensurado, parc ia lmente  desordenado, con grado 
de desorden x. 
Las d i s t r i b u c i o n e s  de  l a s  a u t o e n e r g i a s  de  10s modelos  
z i g z a g  y d i e n t e  de s i e r r a  son  u n i f o r m e s  y p o r  e s o  e l e g i m o s  p a r a  
e l  d e s o r d e n ,  tambign una d i s t r i b u c i d n  un i fo rme .  Eso nos  p e r m i t e  
i n t r o d u c i r  un pa rbme t ro ,  8 ( x ) ,  qua mide 10s a p a r t a m i e n t o s  de 10s 
s i s t e m a s  p a r c i a l m e n t e  deso rdenados  con r e s p e c t o  a 1  modelo de 
Anderson completamente  deso rdenado  y  t e n e r  l a  misma l e y  de  d i s -  
t r i b u c i 6 n  p a r a  l a s  a u t o e n e r g i a e  de  s i t i o  en  ambos l i m i t e s  (x=O. 
y  x=1.)  
1113. C b l c u l o  de l a s  d e n s i d a d e s  de e s t a d o s  
Se ha c a l c u l a d o  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  de 10s s i s t e m a s  con 
d e s o r d e n  h a c i e n d o  u s o  d e l  miemo metodo a p l i c a d o  e n  10s c d l c u l o s  
d e l  C a p i t u l o  11 y  tomando cadenas  de 10000 Stornos en  cada  caso .  
En l a  f i g u r a  111.1 a p a r e c e  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s ,  n ( E ) ,  p a r a  
r = 3  ( e c u a c i 6 n  ( 2 . 1 6 ) )  y Aa= 1. como f u n c i d n  d e l  g r a d o  de  d e s o r -  
den ,  x,  p a r a  e l  deso rden  de t i p o  un i fo rme  i n t r o d u c i d o  en  e l  mo- 
d e l ~  z i g z a g .  De l a  f i g u r a  s e  d e s p r e n d e  que se p r o d u c e  un l l e n a -  
do  p a u l a t i n o  de 10s gaps ,  p rovocado  p o r  un e n s a n c h a m i e n t o  de  l a s  
bandas  de e n e r g i a .  P a r a  xa0.5 t o d o s  10s gaps  han  d e s a p a r e c i d o .  
P a r a  x"0.7 l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  es s i m i l a r  a  l a  d e l  modelo 
comple tamente  deso rdenado  ( f i g .  111.1,  1  1 . A medida que  e l  
g r a d o  de deso rden  c r e c e  l o 8  m i n i g a p s  d e l  s i s t e m a  inconmensurado  
eon 10s p r i m e r o s  en l l e n a r s e  y 10s gaps  mba anchos  ( r e s a b i o  de 
10s gaps  d e l  s i s t e m a  conmensurado mbs c e r c a n o )  t e r m i n a n  de  l l e -  
n a r s e  p a r a  v a l o r e s  mayores de x. ~ b n  cuando en  10s dos  c a s o s ,  
t a n t o  p a r a  e l  mode10 inconmensurado  como p a r a  e l  s i s t e m a  de  
Anderson,  c u a l q u i e r  v a l o r  de a que  s e  e n c u e n t r e  e n t r e  -ha  y  +Aa 
e s  i g u a l m e n t e  p r o b a b l e ,  en  e l  s i s t e m a  inconmensurado  a ( z n )  
e s t g  un ivocamente  r e l a c i o n a d o  con a ( z n k l )  , m i e n t r a s  que  e n  e l  
s i s t e m a  deso rdenado  son  t o t a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s .  E s t o  p r o d u c e  
d e n s i d a d e s  de  e s t a d o  muy d i s t i n t a s ,  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  10s 
s i s t e m a s  inconmensurados  ya f u e  d i s c u t i d a  en  e l  ~ a p s t u l o  11 y l a  
d e l  s i s t e m a  completamente  deso rdenado  t i e n e  e l  ancho  de  banda 
FIGURA 111.1: &-- Densidad de estados, n(E),. para ~3 en ec.  (2.161, 'Aasl. ,  
y tC1 como funci6n del grado de desorden ,x, para e l  
Z .  - 
desorden tipe uniforme introducido .en e l  mbdelo zigzag. 
mas grande  que e l  s i s t e m a  o rdenado  con un btomo p o r  c e l d a  u n i d a d  
( f i g .  I I I . l , x = l )  y  no t i e n e  l a  s i n g u l a r i d a d  en  e l  b o r d e  de  ban- 
d a ,  c a r a c t e r i s t i c a  d e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l .  
E l  deso rden  t i p 0  d i s l o c a c i d n  p r e s e n t a  c a r a c t e r Z s t i c a s  muy 
d i f e r e n t e s  de l a s  d e l  d e s o r d e n  un i fo rme ,  dado  q u e  en  e l  c a s o  d e l  
d e s o r d e n  t i p 0  d i s l o c a c i b n ,  p a r a  c u a l q u i e r  v a l o r  de  x  d e s a p a r e c e n  
t o d o s  10s gaps  s imu l t6neamen te .  E s t o  s e  debe  a 1 , h e c h o  de  que  a  
una f r a c c i 6 n  " x "  d e l  niimero t o t a l  de btomos se l e  a s i g n a n  a u t o e -  
n e r g i a s  de s i t i o  a 1  a z a r  que  no e s t d n  c o r r e l a c i o n a d a s  con l a 8  de  
s u s  v e c i n o s .  Notemos que en e l  c a s o  d e l  d e s o r d e n  u n i f o r m e ,  p a r a  
un dado o r b i t a l ,  cuya a u t o e n e r g i a  de s i t i o  e r a  a  a n t e s  de  i n -  
t r o d u c i r  e l  deso rden ,  despu6s  de  i n t r o d u c i r  un g r a d o  "x" de  de- 
,. .'. s o r d e n  un i fo rme ,  l a  misma p o d r a  e n c o n t r a r s e  en  e l  i n t e r v a l 0  
[ ( l - x ) a * x A a ] ,  m i e n t r a s  que  s i  l o  que  i n t r o d u c i m o s  es d e s o r d e n  
t i p o  d i s l o c a c i 6 n  l a  a u t o e n e r g i a  de s i t i o  podrd  no m o d i f i c a r s e  en 
a b e o l u t o  o  e n c o n t r a r s e  .en e l  i n t e r v a l o  [ - ~ a , + A a ] ,  de  t a l  manera 
que  en  e l  deso rden  de t i p o  un i fo rme  l a s  a u t o e n e r g s a s  c u b r e n  un 
i n t e r v a l o  de v a l o r e s  mds r e s t r i n g i d o .  
En l a  f i g u r a  111.2 se m u e s t r a  e l  e f e c t o  d e l  d e s o r d e n  t i p o  
d i s l o c a c i b n  s o b r e  e l  modelo z i g z a g ,  t ambign  p a r a  una inconmensu- 
r a c i d n  t a l  que r = 3  en  l a  e c u a c i b n  ( 2 . 1 6 ) .  
En l a  t a b l a  111.1 a p a r e c e  e l  p a r d m e t r o  Q ( x )  p a r a  10s dos  
t i p o s  de  d e s o r d e n  a p l i c a d o s  a 1  modelo z i g z a g .  En n u e s t r o s  
c S l c u l o s  l a s  i n t e g r a l e s  han s i d o  r e e m p l a z a d a s  p o r  sumas con un 
i n t e r v a l o  de e n e r g g a s  i g u a l  a .O2t t . N d t e s e  que  Q ( 1 )  no 
es  en  n ingdn c a s o  i g u a l  a  c e r o i  no puede s e r l o  p o r  l a  s i g u i e n t e  
r azbn :  a  dos  p o b l a c i o n e s  de dtomos d i s t i n t a s  y f i n i t a s  c o r r e s -  
ponderdn  d e n s i d a d e s  de  e s t a d o  d i s t i n t a s ;  como e n  e l  numerador  de  
( 3 . 3 )  l a  suma que a p a r e c e  es s o b r e  l a  d i f e r e n c i a  a 1  c u a d r a d o  en- 
t r e  dos  d e n s i d a d e s  de e s t a d o  c a l c u l a d a s  s o b r e  d i s t i n t a s  p o b l a -  
c i o n e s ,  e s a  suma s e r d  s i e m p r e  mayor que  c e r o .  ~l v a l o r  l i m i t e  
Q ( 1 )  depende d e l  denominador de  l a  e c u a c i d n  (3 .2 )  y  v a r i a  p o r  
t a l  r a z d n  con r y Aa. 8 ( 1 )  s e  ap rox imard  t a n t o  mds a  c e r o ,  

c u a n t o  mayor  s e a  e l  v a l o r  d e l  d e n o m i n a d o r  d e  ( 3 . 3 )  y 6 s t e  cre- 
c e r d  c o n  r e s p e c t o  a1 n u m e r a d o r  ( p a r a  c a d a  v a l o r  d e  r y Aa)  a 1  
a u m e n t a r  e l  nGmero d e  i n t e r v a l 0 8  d e  e n e r g i a  i n v o l u c r a d o s  e n  l a  
suma.  
Lo p r i m e r o  q u e  se d e s p r e n d e  d e  l a  t a b l a  111 .1 ,  es q u e  e l  
d e s o r d e n  t i p 0  d i s l o c a c i 6 n  es mbs f u e r t e  q u e  e l  d e s o r d e n  u n i f o r -  
m e ,  p u e s  8 ( x )  p a r a  es t e  t i p o  d e  d e s o r d e n  l l e g a  a s u  v a l o r  f i n a l ,  
8 ( 1 ) ,  p a r a  v a l o r e s  m e n o r e s  d e  x q u e  p a r a  e l  d e s o r d e n  u n i f o r m e .  
~ a m b i g n  se d e s p r e n d e  d e  l a  t a b l a  que c u a n d o  r= 3 6 ,  p a r a  u n  
m i s m o  t i p 0  d e  d e s o r d e n ,  8 ( x )  c o n v e r g e  mhs r a p i d 0  q u e  para r = 3 .  
O sea q u e  p a r a  ambos t i p o s  d e  d e s o r d e n  8 ( x )  c o n v e r g e  mbs r d p i d a -  
m e n t e  c u a n t o  mhs g r a n d e  es l a  c e l d a  u n i d a d  d e l  c o n m e n s u r a d o  mbs 
c e r c a n o  y ademhs  p a r a  un  d a d o  x , . 8 ( x )  d e c r e c e  a m e d i d a  que crece 
e l  v a l o r  d e  r e n  l a  e c u a c i 6 n  ( 2 . 1 6 ) .  
TABLA 111.1:  8 ( x )  e n  f u n c i d n  d e  x  p a r a  e l  m o d e l o  
z i g z a g .  b a l l .  L o s  nGmeros  d e  e s t a  
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D e s o r d e n  u n i f o r m e  




0 .45  0.17 
0.38 0.14 
0.30 0.13 
0 .23  0.12 
0.18 0 .12  
0.16 0.10 
0.14 0.10 
0 .13  0.10 
D e s o r d e n  t i p o  d i s l o c a c i d n  
r = 3  r = 3 6  
1.00 1.00 
0 .53  0.30 
0 .35  0 .17  
0.26 0.12 
0 0 2 0  0.11 




0 .14  0  0 9  
0 .13  0 .09  
E l  r e s u l t a d o  m6s i n t e r e s a n t e  es q u a  B ( x )  es u n a  f u n c i d n  n o  
l i n e a l  d e  x  y q u e  10s v a l o r e s  l Z m i t e  se o b t i e n e n  y a  p a r a  s i s t e -  
mas p a r c i a l m e n t e  d e s o r d e n a d o s .  P a r a  e l  d e s o r d e n  t i p o  d i s l o c a -  
c i d n  e s t e  v a l o r  l L m i t e  d e  8 ( x )  se o b t i e n e  p a r a  X =  - 5 ,  s i  r = 3 6  y 
p a r a  x1.7 s i  r = 3 .  
La f i g u r a  1 1 1 . 3  m u e s t r a  e l  e f e c t o  d e l  d e s o r d e n  u n f f o r m e  e n  
e l  m o d e l o  d i e n t e  d e  s i e r r a  y e n  l a  t a b l a  111 .2  a p a r e c e  e l  p a r b -  
m e t r o  8 ( x )  p a r a  ambos t i p o s  d e  d e s o r d e n  i m p u e s t o s  a es t e  m o d e l o .  
E l  c o m p o r t a m i e n t o  d e  8 ( x )  como f u n c i d n  d e  r y d e l  t i p o  d e  d e s o r -  
d e n  es s i m i l a r  a 1  c o m p o r t a m i e n t o  o b t e n i d o  p a r a  e l  m o d e l o  z i g z a g .  
TABLA 111.2 :  O(x) e n  f u n c i d n  d e  x  p a r a  e l  m o d e l o  diente 
de sierra. Aa- 1. 
S e  p u e d e  o b t e n e r  un r e s u l t a d o  i n t e r e s a n t e  c o m p a r a n d o  a m b a s  
t a b l a s  p a r a  x=1. D e b i d o  a  q u e  e l  v a l o r  d e  8 ( 1 )  es p r s c t i c a m e n t e  
e l  mismo e n  ambos c a s o s ,  se d e s p r e n d e  q u e  e l  d e n o m i n a d o r  
r 
D e s o r d e n  t i p o  d i s l o c a c i d n  
r = 3  r = 3 6  
1.00 1.00 
0 .54  0.42 
0 .38  0.31 
0 .32  0.26 
0.27 0 .25  
0 .23  0 .25  
0.20 0 . 2 3  
0.20 0 .22  
0.20 0 .24  
0.20 0.20 







0 .3  
0.4 
0  . 5  
0.6 
0 .7  
0 .8  
0 .9  
1.0 
D =  ! [ ~ ( E , o )  - n ( E , 1 ) I 2  dE ( 3 . 4 )  
es  e n  p r o m e d i o  c u a t r o  v e c e s  m 8 s  g r a n d e  p a r a  e l  m o d e l o  z i g z a g .  
D e s o r d e n  u n i f o r m e  
r = 3  1-36 
1.00 1.00 
0 .87  0.79 
0 .67  0.47 
0 .55  0.32 
0.47 0  2 8  
0.39 0.24 
0.32 0  . 2 5  
0.28 0.24 
0.24 0 .23  
0.21 0 .21  
0.22 0.22 
1 
E s t o  da una medida c u a n t i t a t i v a  de l a s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  10s dos  
' m o d e l o s  de s i s t e m a s  inconmensurados e  i n d i c a  que  e l  modelo d i e n -  
t e  de s i e r r a  se e n c u e n t r a  mbs c e r c a  d e l  modelo de  Anderson com- 
p l e t a m e n t e  deso rdenado  que e l  mode10 z i g z a g ,  p a r a  Aa=l. E s t a  d i -  
f e r e n c i a  e n t r e  ambos modelos f u e  e s t u d i a d a  en  f u n c i d n  de  Aa, p o r  
e j e m p l o ,  p a r a  r=3 e l  c o c i e n t e  ~ d i ~ ~ ~ ~  de sierra/ D z i g z a g  e s  
aproximadamente  i g u a l  a 1  p a r a  Aas.5 y  aproximadamente  i g u a l  a  
5.5 p a r a  Aa- 1.5. Ver t a b l a  111.3. Los v a l o r e s  que  a p a r e c e n  en  
l a  t a b l a  no hay que t o m a r l o s  en  t 6 r m i n o s  a b s o l u t o s ,  s i n o  en  t 6 r -  
minos r e l a t i v o s ,  dado que no son  e l  p romedio  s o b r e  un mues t r eo .  
Hay qua tomar  l a  t a b l a  como i n d i c a t i v a  de  que  e l  modelo d i e n t e  
de  s i e r r a  se e n c u e n t r a  mbs c e r c a  d e l  modelo de Anderson que  e l  
modelo z i g z a g ,  con e x c e p c i d n  hecha  d e l  c a s o  r = 3  y Aaz.5 p a r a  e l  
c u a l  10s dos  modelos e s t b n  i g u a l m e n t e  c e r c a  d e l  de  Anderson. La 
t e n d e n c i a  s e  acentGa a  medida que c r e c e n  r y Aa. E s t o  se des -  
p r e n d e  tambign de l a  comparac idn  de l a s  t a b l a s  111.1 y  111.2. 
TABLA IIIq3: D d i e n t e  de  s i e r r a / D z i g z a g  e n  f u n c i d n  de 
Aa y r 
La t a b l a  111.3 s e  ob tuvo  s a c a n d o  e l  promedio  e n t r e  10s va- 
l o r e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a 1  deao rden  t i p o  d i s l o c a c i d n  y a 1  d e s o r -  
den  u n i f  orme. 
111.4 C o n c l u s i o n e s  
Hemos e s t u d i a d o  en  e s t e  c a p s t u l o  c6mo a f e c t a  e l  d e s o r d e n  a  
l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  de  s i s t e m a s  inconmensurados  u n i d i m e n s i o -  
n a l e s .  
Hemos mos t rado  que con l a  i n t r o d u c c i 6 n  de  d e s o r d e n  10s mo- 
d e l o s  inconmensurados  s e  t o r n a n  p r s c t i c a m e n t e  i n d i s t i n g u i b l e s  
d e l  modelo de Anderson p a r a  un g r a d o  de  d e s o r d e n ,  x, b a s t a n t e  
menor que 1. 
Comparando e l  e f e c t o  p r o d u c i d o  p o r  10s dos  t i p o s  de d e s o r -  
den  i n t r o d u c i d o s  p o r  n o s o t r o s ,  mostramos que  e l  d e s o r d e n  t i p o  
d i s l o c a c i d n  e s  mbs f u e r t e  que  e l  un i fo rme ,  l o  c u a l  s e  pone de  
m a n i f i e s t o  en e l  hecho de que e l  l i m i t e  de Anderson se o b t i e n e  
e n  e l  p r i m e r  c a s o ,  p a r a  v a l o r e s  mbs c h i c o s  d e l  g r a d o  de d e s o r d e n  
X.  
En c u a n t o  a  10s modelos inconmensurados  e s t u d i a d o s ,  con- 
c l u i m o s  que l a  c e r c a n i a  a 1  modelo de Anderson depende  d e l  modelo 
c o n s i d e r a d o ,  e n c o n t r d n d o s e  e l  modelo d i e n t e  de s i e r r a  mbs c e r c a  
d e l  modelo de Anderson que e l  z i g z a g ,  i n c r e m e n t a n d o s e  e s t a  t e n -  
d e n c i a  a  medida que c r e c e n  r y Aa. 
CAPITULO IV 
Modelo unidimensional con solitones: su densidad de estados 
Los modelos del ~ a p i t u l o  I1 consisten en cadenas formadas 
por btomos equidistantes entre 85. El efecto del potencial ex- 
terno inconmensurado con la red, se manifiesta a travss de una 
modulacidn de 10s elementos diagonales del Hamiltoniano electrd- 
nico. En realidad el potencial periddico de la red puede llegar 
a ocasionar complicadas distorsiones no lineales en la estructu- 
ra modulada que da origen a1 potencial externo y cuya periodici- 
dad es inconmensurada con la de la red. SegGn hemos visto en el 
Capitulo I, esa estructura modulada puede ser una onda de densi- 
dad de carga, una distorsidn modulada de la red, en el caso de 
inconmensuracidn de desplazamiento; o bien otra red de btomos u 
"onda de densidad de masa", en el caso de inconmensuracidn de 
composicidn. Si el acoplamiento entre las dos periodicidades 
varia, el potencial de la red puede dar lugar a una transicidn 
llamada "transicidn conmensurado-inconmensurado", en la cual 10s 
dos periodos se conmensuran. Cerca de esta transicidn, el siste- 
ma inconmensurado consiste de regiones que son conmensuradas con 
la red separadas por paredes de dominio o disconmensuraciones. 
Estas paredes de dominio aparecen como solucidn de la ecuacidn 
de Sine-Gordon y por tal razdn se denominan " s ~ l i t o n e s " ( ~ ~ ~ ) .  
Para 10s compuestos de composicidn no estequiom6trica8 que 
est6n formados por cadenas de aceptores y cadenas de donores, 
coma en el case de ~ g ~ , 6 A e F ~  en el cual 10s periodos de la 
red de donores y de la red Be aceptores son inconmensurados en- 
tre si, se puede plantear el siguiente modelo. Se considera una 
red bidimensional compuesta por dos tipos de cadenas A y B, con 
cada  cadena  de t i p o  A rodeada  p o r  cadenas  de t i p o  B y v i c e v e r -  
s a  (*I. Ver f  i g u r a  I V .  1. En p r i m e r a  a p r o x i m a c i d n  s e  puede  con- 
s i d e r a r  que  cada cadena  e x p e r i m e n t a  e l  e f e c t o  de  un p o t e n c i a l  
p e r i d d i c o  e x t e r n o  d e b i d o  a  l a s  cadenaa  v e c i n a s .  E s t o  p r e c i s a -  
mente  es l o  que hemos hecho en  e l  C a p i t u l o  11. Frank  y  van d e r  
Merwe m o s t r a r o n  que p o s t u l a n d o  p a r a  l a s  c a d e n a s ,  p o r  e j e m p l o  de  
t i p o  A, i n t e r a c c i o n e s  a rmdn icas  e n t r e  10s dtomos y  r eemplazando  
e l  e f e c t o  de l a s  cadenas  de t i p o  B s o b r e  l a s  c a d e n a s  de  t i p o  A 
p o r  un p o t e n c i a l  e x t e r n o  s i n u s o i d a l ,  a 1  v a r i a r  l a  i n t e n s i d a d  d e l  
p o t e n c i a l  e x t e r n o  v e r s u s  l a  i n t e n s i d a d  de  l a  i n t e r a c c i d n  e l i s t i -  
c a  d e n t r o  de l a  cadena ,  t i e n e  l u g a r  en  e s t e  modelo una t r a n s i -  
c i d n  de f a s e  conmensurado-inconmensurado y  muy c e r c a  d e l  
" l o c k - i n w  conmensurado e l  s i s t e m a  c o n s i s t e  en  una s u c e s i d n  de 
s o l i t o n e s .  En l a  f i g u r a  IV.2 a p a r e c e n  10s dtomos de  l a  cadena  
c o n s i d e r a d a  u b i c a d o s  en  e l  campo d e l  p o t e n c i a l  e x t e r n o ,  en  ( a )  
l a  p e r i o d i c i d a d  de 10s dtomos de l a  cadena  e s  inconmensurada  con 
l a  d e l  p o t e n c i a l  e x t e r n o ,  en  ( b )  e l  s i s t e m a  se e n c u e n t r a  c e r c a  
d e l  " l o c k - i n n  conmensurado, y p r e s e n t a  zonas  canmensuradas  con 
e l  p o t e n c i a l  e x t e r n o  s e p a r a d a s  p o r  d i s c o n m e n s u r a c i o n e s  y en ( c )  
y a  s e  ha  p r o d u c i d o  l a  t r a n s i c i b n ,  10s dtomos de  l a  cadena  en  
c u e s t i d n  s e  e n c u e n t r a n  en  10s pozos  d e l  p o t e n c i a l  e x t e r n o  o  s e a  
q u e  s e  han conmensurado con e s t e  Glt imo.  
FIGURA IV.l: S i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  formado p o r  dos  s u b r e -  
d e s  i n t e r p e n e t r a n t e s .  ( s a c a d o  de  r e f . 8 )  
' ,  
. , 
. . : ,  . , 
: t . : ( A )  
FIGUM IV.2 :  Atomos de l a  cadena unidimensional ubicados en e l  campo 
d e l  potencia l  externo. 
C P.) T,a periodicidad de l a  red de atomos nepros e s  incon- 
mensurada con l a  periodicidad d e l  potencia l  externo. 
R) Se descr ibe  una s i tuac i6n  en la  c u a l  hay zonas de l a  
. cadena de Btomos negros que se encuentran en 10s 'pozos del. 
potencia l  externo, separadas por zonas inconmensuradas. 
En l a  f i i .  aparece tani.sblo .uno de 10s so l i tones .  
C) Los Stornos negros se encuentran en 10s pozos d e l  poten- 
c i a 1  externo. Las dos periodicidades son conmensuradas . 
En e s t e  c a p i t u l o  nos i n t e r e s a  c a l c u l a r  l a  dens idad  de e s t a -  
dos e l e c t r d n i c a  de s i s temas ,  que como e l  d e s c r i p t o ,  p resen tan  
s o l i t o n e s ,  con e l  o b j e t o  de i n v e s t i g a r  l a  p r e s e n c i a  o  no de una 
e s t r u c t u r a  de gaps y  minigaps a1  e s t i l o  de l a  que poseen 10s 
s i s t emas  es tud iados  en e l  CapStulo 11. 
1v.2 Cdlculo  de l a s  p o s i c i o n e s ' d e  e q u i l i b r i o  de 10s 6tomos 
Siguiendo a  Theodorou y s ice'^), consideremos un c r i s t a l  
que e s t d  compuesto por dos subredes  inconmensuradas e n t r e  s E ,  A 
y B,  cuyas pe r iod i c idades  son a  y b  respec t ivamente .  Se supone 
que l a s  dos subredes t i e n e n  cargas  de s igno  opues to  y que s e  en- 
cuen t r an  l i g a d a s  debido a  l a  fue rza  e l e c t r o s t 5 t i c a .  Como l a s  
cadenas poseen pe r iod i c idades  d i s t i n t a s ,  d i f e r e n t e s  s i t i o s  de 
una misma cadena experimentar6n p o t e n c i a l e s  d i s t i n t o s .  Cada sub- 
r ed  s e  encont ra rd  bajo  l a  i n f l u e n c i a  de un p o t e n c i a l  p e r i d d i c o  
ex t e rno  creado por l a  o t r a  subred.  Cada subred tendrd  a  su vez 
un per iodo  prop io  a  l o  l a r g o  d e l  e j e  de l a  cadena, d e f i n i d o  como 
e l  per iodo de l a  cadena en ausenc ia  d e l  p o t e n c i a l  ex te rno .  Su- 
pongamos que a  y b  son inconmensurados e n t r e  s i  y a(b. S i  Va(n) 
e s  l a  ene rg i a  p o t e n c i a l  en e l  s i t i o  n  de l a  red  A ,  provocada por 
l a  subred B y  de forma equ iva l en t e  Vb(n) e s  l a  ene rg fa  poten- 
c i a 1  en e l  s i t i o  n  de l a  subred B producida  por l a  subred A,  
v a ( n )  e s  per iBdica  con per iod0  b  y Vb(n) con persodo a. 
Theodorou y  Rice muestran que: 
en donde s e s  e l  co r r imien to  de l a s  cadenas B con r e s p e c t o  a l a s  
A Y 
N~ e s  e l ' nbmero  de cadenas de t i p o  B primeras  vec inas  a  d i s -  
t a n c i a  d  de l a  cadena A, Qa y Qb 80" l a s  ca rgas  de 10s i ones  
que corresponden respect ivamente  a  l a s  subredes  A y B y K O  e s  
l a  funcidn de Bessel  de orden cero.  
S i  en lugar  de c a l c u l a r  e l  e f e c t o  de B sobre  A ,  calculamos 
e l  e f e c t o  de l a s  cadenas A sobre  l a s  cadenas B,  s e  ob t i ene :  
Para  a fb  s e  ob t i ene  que 1 UJ ~d , 8 s t o  s i g n i f i c a  que 
e l  p o t e n c i a l  ex t e rno  mbs i n t e n s o  s e r 6  e l  p e r c i b i d o  po r  l a  
aubred A. Por e s t a  razdn s e  puede c o n s i d e r a r  que l a  subred B 
e s  r i g i d a  con per iodo i g u a l  a  su per iodo  p rop io  b  y estudiaremos 
e l  e f e c t o  sobre  l a  subred A debido a  l a  p r e s e n c i a  d e l  p o t e n c i a l  
que s e  o r i g i n a  en l a s  cadenas B. 
Consideremos, entonces ,  que tenemos una s o l a  cadena de .b to -  
mos A ,  expuesta  a  un p o t e n c i a l  ex te rno .  La energ4a p o t e n c i a l  
t o t a l  de l a  cadena s e  podr6 e s c r i b i r  como: 
en donde zn denota l a  pos i c idn  de1 n-6simo 6tomo y s e a  
Ua > 0. 
131 primer t6rmino de ( 4 . 4 )  d e s c r i b e  e l  hecho de que en au- 
s e n c i a  d e l  p o t e n c i a l  de per iod0  b, l a  con f igu rac idn  de e q u i l i -  
b r i o  de l a  cadena a  temperatura  ce ro  e s t b  dada por  una d i s t a n c i a  
e n t r e  6tomos i g u a l  a  "a". Es ta  d i s t a n c i a  minimiza l a  ene rg fa  
e l h s t i c a .  Por o t r o  lado,  en ausenc ia  d e l  pr imer  tdrmino t end re -  
mos un m4nimo de ene rg i a  p o t e n c i a l  pa ra  a q u e l l a s  con f igu rac iones  
t a l e s  que zn=nb. Cuando ambos t6rminos es tdn  p r e s e n t e s  e l  mZ- 
nimo de ene rg i a  s e  ob t i ene  reso lv iendo  e l  s i s tema de ecuac iones  
dca/dzn= O . ,  de donde 
Es t a  ecuacidn nos da l a  pos i c idn  de e q u i l i b r i o  d e l  n&ebmo 
dtomo de l a  cadena. 
Haciendo l a  t ranaformacidn 
que permi te  def i n i r  a  l a  v a r i a b l e  O n  como una f a s e ,  (4 .5)  se 
t r ans forma en 
La r e so luc idn  de e e t e  s i s tema de ecuac iones  e s  muy d i f i c i l  
s i  no se hace l a  s i g u i e n t e  aproximacidn: 
E s t a  ap rox imac idn ,  que es l a  ap rox imac idn  d e l  c o n t i n u o ,  es 
v h l i d a  s i e m p r e  que A$,= x ~ + ~  - xn s e a  pequefio. Truncando 
e n  l a s  e x p r e s i o n e s  ( 4 . 8 )  a  segundo o r d e n ,  queda en  ( 4 . 7 ) :  
E s t a  ap rox imac idn  i m p l i c a  una v a r i a c i d n  pequeHa e n t r e  10s des-. 
p l a z a m i e n t o s  de un s i t i o  y e l  s i g u i e n t e  y es v h l i d a  cuando 
E s t a  e s  l a  b i e n  conoc ida  e c u a c i d n  de Sine-Gordon que  e s  no li- 
n e a l  y e s  l a  e c u a c i d n  c o r r e s p o n d i e n t e  a 1  pdndu lo  c l b s i c o .  P a r a  
e s t a b l e c e r  l a  a n a l o g i a  b a s t a  con s u s t i t u i r  e s p a c i o  p o r  t i e m p o  en  
( 4 . 9 ) .  
En 10s e j emplos  de con 'duc tores  i b n i c o s ,  10s v a l o r e s  t s p i c o s  
s o n ,  U a s  1 0 - ~ e ~ ,  p a  l o 4  dyn/cn y  bz 3f f (8 ) ,  a n t o n c e a  
( n2ua/vab2)  = 1.8 8s j u e t i f i c a d o  u s a r  en  e s t o s  c a s o s  
l a  ap rox imac ibn  d e l  c o n t i n u o .  
~ i s i c a m e n t e  s e  s a b e  que e x i s t e n  dos t i p o s  d e . s o l u c i o n e s  pa- 
r a  l a  e c u a c i d n  ( 4 . 1 1 ) .  La p r i m e r a  ea l a  s o l u c i d n  p a r a  o s c i l a -  
c i o n e s  pequefias y l a  segunda  s u r g e  cuando e l  pdndu lo  t i e n e  e n e r -  
g i a  c i n g t i c a  s u f i c i e n t e  como p a r a  d a r  un g i r o  comple to ,  e n t o n -  
c e s ,  s i  no hay d i s i p a c i d n  como en  n u e s t r o  ca808  aumen ta rd  i n d e -  
f i n i d a m e n t e  s u  f a s e .  Hay un v a l o r  de l a  r e l a c i d n  e n t r e  l a  e n e r -  
g i a  c i n g t i c a  y  l a  p o t e n c i a l  para  e l  c u a l  e l  pdndulo puede dar  e l  
pr imer  g i r o ,  e x i s t i e n d o  entonces  en e s t e  s i s t ema  una condic ibn 
c r i t i c a  para  dos t i p o s  d i f e r e n t e s  de so luc iones .  Lo mismo va a  
suceder  con nues t ro  s i s tema,  a610 qua l a  competencia e n t r e  ener-  
g i a  c i n g t i c a  y p o t e n c i a l  s e  r e f i e r e  en n u e s t r o  caso  a  l a  compe- 
t e n c i a  e n t r e  ene rg i a  e l a s t i c a  y l a  energ ia  p o t e n c i a l  de i n t e r a c -  
' 
c idn  con l a  o t r a  cadena. 
~ s s i c a m e n t e  ocur re  l o  s i g u i e n t e :  p a r t i e n d o  de l a  s i t u a c i b n  
conmensurada, en l a  cua l  l a  cons t an t e  de ene rg i a  e l d s t i c a  e n t r e  
i tomos e s  muy pequeza comparada con l a  i n t e n s i d a d  d e l  p o t e n c i a l  
e r t e r n o ,  o  sea  pab2<<ua, l a  energSa e l h s t i c a  de cada Storno 
e s t a r l  dada por ( 1 / 8 ) n 2 a a  - b I 2 ,  ub ic lndose  10s btomos en 
10s poros d e l  p o t e n c i a l  externo.  Cuando ( 1/2 ) n2p,( a-b) U,, 
l a  ene rg i a  e l d s t i c a  e s  d e l  orden de l a  b a r r e r a  de p o t e n c i a l  que 
hay que supe ra r  para  pasar  de un pozo a  o t r o  d e l  p o t e n c i a l  ex- 
t e r n o .  E x i s t e ,  entonces ,  una condic idn c r i t i c a  en func idn  de 
u a m  En e l  caso c r i t i c 0  l a  so luc idn  d e l  s i s t ema  e s  t a l ,  que s e  
n e c e s i t a  un tiempo i n f i n i t o  para  dar  una v u e l t a  c o m p l e t a , . s i  nos 
re fe r imos  a  l a  ana log ia  con e l  pdndulo f i s i c o .  Para ua4JC 
a '  
aparece ,  en nues t ro  caso,  e l  primer s o l i t b n ,  que tambidn s e  sue- 
l e  l l amar  de fec to ,  d i s l o c a c i d n  o  disconmensuracibn. Es to  e s  
product0  de l a  no l i n e a l i d a d  d e l  problema. 
Para  Ua ( ug l a  so luc idn  p re sen t a  d e f e c t o s  peribdicamen- 
t e .  Ver f i g u r a  I V . 2 .  . Las funciones  e l i p t i c a s  que son so luc idn  
de l a  ecuacidn de Sine-Gordon t i e n e n  prec i samente  e s t e  comporta- 
miento. 
Se t i e n e n ,  entonces ,  l a s  s i g u i e n t e s  p o s i c i o n e s  de e q u i l i -  
b r i o  para  e l  problema: 
( 
+(n) se obtiene resolviendo (4.11), con lo dual, 
qa mide la amplitud de las desviaciones con respecto a una ca- 
dena de dtomos equidiatantes, tal que la distancia entre btomos 
primeros vecinos es: 
R, es el nGmero promedio de Ptomos entre disloca~iones(~). 
Chlculo de la densidad de estados 
Habiendo hallado las posiciones de equilibrio de 10s dtomos 
de la cadena de tipo A dentro de este modelo, podemos ahora cal- 
cular la densidad de estados electrdnicos del sistema,suponiendo 
que la influencia del potencial externo se manifiesta a t r a v g ~  
de una modulacidn de 10s elementos diagonales del Hamiltoniano; 
esta modulacidn estard dada por q= 2a/b. De 10s modelos usados 
en el capltulo 11, hemos usado 8610 la funcidn coseno 
Hemos usado la funcidn coseno para la8 autoenerggas de si- 
tio para ser consistentes con la forma funcional del potencial 
externo que aparece en (4.4). Este tipo de modulacidn tambi6n ha 
sido usado recientemente por Sokoloff para calcular la estructu- 
ra de bandas de un sistema con solitones ( 2 7 ) .  
A n t e s  de  p r o c e d e r  a  d e t a l l a r  10s c ~ l c u l o s  d e  d e n s i d a d  de  
e s t a d o s  r e a l i z a d o s ,  creemos i n t e r e s a n t e  l l a m a r  l a  a t e n c i d n  s o b r e  
e l  compor t amien to  de a ( z n )  en  10s c a s o s  e x t r e m o s  Ua uC a  
y Ua (< uC . P a r a  Ua f? uC e l  s i s t e m a  t i e n e  una d e n s i d a d  
a  a '  
c h i c a  de  s o l i t o n e s  y l a  f u n c i d n  qa , que  a p a r e c e  e n  (4 .131,  
e s t 6  m u y , c e r c a  de l a  u n i d a d ,  p u d i d n d o a e l a  a p r o x i m a r  segiin e l  de- 
s a r r o l l o  que  a p a r e c e  en  l a  ref.  8 y  qua  aqux no hemos t r a n s c r i p -  
t o  t o t a l m e n t e ,  porx 
e n  (4 .16 )  f-16 u: /(u: - ua )  Y P a r a  ua/uC ( 4  1 se t i e n e :  a  
P a r a  Ua = uC a ( z n )  s e  compor ta  de  l a  misma forma 
a  ' 
q u e  z n r  o s e a  como una f u n c i d n  de s o l i t o n e s ,  con r e g i o n e s  con  
v a l o r e s  c o n s t a n t e s  s e p a r a d a s  p a r  r e g i o n e s  con g r a n d e s  v a r i a c i o -  
ne s .  Como s e  d e s p r e n d e  de  (4 .17) .  p a r a  U,/U: << 1. qa 
t i e n d e  a  c e r o  y  a ( z n )  como f u n c i d n  de n  e s  d e  forma c o s e n o i -  
d a l ,  o  s e a  que  n u e s t r o  mode10 en  e s t e  l Z m i t e  t i e n d e  a 1  modelo 
con  modulac i6n  coseno  d e l  C a p S t u l o  11. En l a  f i g u r a  I V . 3  m o s t r a -  
mos u n = = 2 r ( z n / b  - n )  y a ( z n )  en  f u n c i d n  de n  p a r a  doe ejem- 
p l o s  p a r t i c u l a r e s .  Hemos s u p u e 8 t o  Ua " I O - ~ ~ V ,  
pa= 104dyn/cm y b- 31, que  s o n  v a l o r e s  t s p i c o s  p a r a  e s t e  ti- 
p o  de a i s t e m a s ( * ) .  Hemos tomado U, con0  u n i d a d  de  e n e r g l a .  
y b como u n i d a d  d e  d i s t a n c i a s ,  e n t o n c e s  de  a c u e r d o  con  6 s t o  
paP 55. En n u e s t r o s  e j e m p l o s  e l  que  v a r i a  ea  e l  v a l o r  de  " a n .  
En e l  p r i m e r  c a s o  de l a  f i g u r a  IV.3 a= .914, con  €!St08 v a l o r e s  
p a r a  10s parfirnetroe a ,  p a r  b Y Ua Se o b t i e n e ,  empleando  l a s  
f d r m u l a s  que  a p a r e c e n  en  l a  r e f e r e n c i a  ( a ) ,  q u e  R ~ =  11.1, 
FICU&\ W. 3: u =2r(znfb - n) y a(z )- cos(2rn f b )  para el  modelo 
n n n 
con sol i tones  para 10s dos'icasos expueatos en el  texto 
qa3 .03 y  Ua= -20: . qa pa ra  e s t e  ejemplo l o  hemos 
ca l cu l ado  usando (4.17).  En e l  segundo ejemplo de l a  f i g u r a  
a=  .96, con l o  cua l  Ra= 40.8, qaP . 3  y  Ua= .985Ug . En. 
e s t e  caso,  qa l o  hemos ca lcu lado  usando (4 .16) .  En e l  primer 
ejemplo un e s  pr6ct icamente  l i n e a l  con n, l o  c u a l  i n d i c a  que 
10s dtomos e s t s n  p rac t icamente  e q u i d i s t a n t e s  ( a  una d i s t a n c i a  
promedio de -.9) asemejbndose, en tonces ,  e l  s i s t ema  a 1  modelo 
con modulaci6n t i p o  coseno d e l  Cap i tu lo  11. En e l  segundo ejem- 
p l o  t a n t o  un como a ( z n )  t i e n e n  l a  forma t x p i c a  de una fun- 
c idn  con s o l i t o n e s ,  nos encontramos ce rca  d e l  l i m i t e  conmensura- 
do. 
Las densidades  de e s t ado  l a 8  hemos ca l cu l ado  usando e l  m6- 
todo  de ~ e a n ( ~ ~ ) ,  tomando para  10s ejemplos de l a  f i g u r a  IV.3, 
t=Aa=1. en l a 8  ecuaciones  (2.6)  y  4 . 1 5  Ver f i g u r a  I V . 4 .  $1 
primer  ejemplo de e s t a  f i g u r a  muestra un nGmero pequefio de gaps 
en comparacidn con e l  segundo ejemplo, debido a 1  v a l o r  ch ic0  de 
R, en e s t e  caso y  l a  densidad de e s t ados  e s  p rac t icamente  si- 
m6tr ica  debido a  que e l  v a l o r  de qa,  que mide l a  ampl i tud de 
l a 8  desv iac iones  con r e spec to  a  una cadena de btomos equ id i s t an -  
t e s ,  tambign e s  pequeHo. - 
E l  segundo ejemplo de l a  f i g u r a  IV.4 p r e s e n t a  un mayor nG- 
mero de gaps, debido a 1  v a l o r  grande de R,, pero  10s mismos 
e s t s n  d i s t r i b u i d o s  de forma muy a s i m g t r i c a  (qa  e s  mayor que en 
e l  caso a n t e r i o r )  con 10s gaps mbs anchos en l a  zona de b a j a s  
e n e r g i a s .  
La a s ime t r sa  en l a  densidad de e s t a d o s  e s  una c a r a c t e r i s t i -  
ca de1 comportamiento de 10s s i s t emas  con s o l i t o n e s  (qa  Y 
u a / U a c  grandes)  y  e s t a  a s i m e t r i a  s e  debe a  que l a  d i s t r i -  
bucidn de 10s a ( z n )  tambign e s  a s img t r i ca .  De hecho una gran 
proporc idn  de 10s v a l o r e s  de a ( e n )  s e  encuentran a l r e d e d o r  de 
+1, l o  c u a l  impl ica  que l a  densidad de e s t a d o s  t i e n e  que t e n e r  
forzozamente mayor peso en l a  zona de a l t a s  e n e r g i a s .  S i  uno 
compara l a  densidad de e s t ados  ob ten ida  pa ra  e l  segundo ejemplo 
FIGURA IV.4: Densidad de estados para elmodelo con solitones.  Los casos 
(1) y (2) s e  corresponden con 10s mismos casos de'la figura 
IV.3 y (3) muestra e l  efecto del desorden uniforme introduci 
do en e l  caso (2) 
*con uno en e l  c u a l  qa=O. , o s e a  con un s i s t e m a  e q u i v a l e n t e  
d e n t r o  d e l  modelo con modulacidn coseno d e l  CapStulo 11, que 
t en g a  Q= 2r/40.8 en l a  ecuacidn (2 .12) ,  l a  dens idad  de e s t a d o s  
o b t e n i d a  t i e n e  e l  mismo ndmero de gaps, pe r0  e s  obviamente simb- 
t r i c a .  
Hemos mostrado, en tonces ,  que cuando ua"uCa , e x i s t e n  en 
n u e s t r o  s i s t ema  eonas conmensuradas s e pa ra da s  po r  pa r edes  de 
dominio ( d i s l o c a c i o n e s  o s o l i t o n e s ) ,  ob ten ibndose  una dens idad  
de e s t a d o s  a s img t r i c a .  Cuando u ~ ( < u , C  l a  dens idad  d e  e s t a d o s  
que s e  o b t i e n e  e s  s i m g t r i c a .  De t a l  manera que a 1  i r  va r i ando  
l a  t empera tu ra  pasando d e l  pr imer  l s m i t e  UamuS a1 l f m i t e  
u ~ < < u ~ ~  s e  d eb i e r a  v e r  una densidad de e s t a d o s  cada vee mbs 
s i m g t r i c a  y con un nGmero de gaps cada vee menor. 
Hemos i n t r o d u c i d o  desorden de t i p o  uniforme en e s t o s  s i s t e -  
mas observandose a 1  i g u a l  que en 10s ejemplos  d e l  CapLtulo I11 
un ensanchamiento p r o g r e s i v o  de l a 8  bandas a 1  inc rementa r  e l  
grado de desorden i n t roduc ido .  E s t o  s e  muest ra  en l a  f i g u r a  
IV.4 p a r a  e l  caso  Q/2n=1/40.8 y qaP * 3  p a r a  un grad0 de de- 
so rden  x= . 24 ,  para  e l  c u a l  ya todos  10s gaps han desaparec ido .  
~ a r e c e r z a  que e l  desorden a f e c t a  m6s a e s t o s  s i s t e m a s  con s o l i -  
t o n e s  que a 10s t r a t a d o s  en 10s c a p r t u l o s  a n t e r i o r e s ,  dado que 
p a r a  v a l o r e s  de x menores ya han de s a pa re c ido  todos  10s gaps. 
LocalizaciBn en sistemas inconmensurados unidimensionales 
Los cristales conmensurados (sistemas ordenados) se carac- 
terizan por tener todas sus funciones de onda extendidas, mien- 
tras que 10s s6lidos desordenados unidimensionales tienen todos 
sus estados localizados para cualquier grado de d e ~ o r d e n ( ~ ~ ) .  
Cdmo se comportan 10s sistemas inconmensurados? Se Cree que el 
modelo unidimensional descripto por el Hamiltoniano de la ecua- 
cidn (2.8) tiene una transicidn abrupta, que llamaremos transi- 
cidn metal-aislador, para Aa=2. Esta transicidn se caracteriza 
porque por debajo de Aa=2. el espectro de H parece ser casi con- 
tinuo, o sea que 10s estados extendidos forman un espectro den- 
80, mientras qua para AU)~. el espectro es denso pero discreto, 
existiendo, tal vez, un conjunto de autofunciones extendidas de 
medida nula. Lo anterior es cierto siempre que el nGmero Q/2r 
no sea un nGmero de Liouville [25,34]* 
Soukoulis y Economou han estudiado recientemente la depen- 
dencia espacial de la8 funciones de onda para el Hamiltoniano de 
uniones fuertes, cuyos element08 diagonales son de la forma: 
Con Aao/t= 1.9, Aa1=1/3 y Q= 0.7 10s autoestados co- 
rrespondientes a energgas altas se localiean con mbs facilidad 
que 10s correspondientes a ba jas energias, existiendo un borde 
de movilidad, Eb, que Separa regiones del espectro con estados 
localieados, de regiones eon estados ex ten dido^(^^). 
Sin embargo el problema de la localizacidn en 10s sistemas 
inconmensurados no esti muy definido. Recientemente Hogg y 
Huberman intentaron demostrar que todos 10s estados correspon- 
dientes a un potencial cuasi-peribdico son ex ten dido^(^^). El 
modelo considerado en el trabajo de Hogg y Huberman corresponde 
a una ecuacibn de Schroedinger con un potencial cuasi- 
peribdico. Dado que la mayor parte de 10s estudios realizados 
hasta ahora con potenciales cuasi-peri6dicoe y que dan estados 
localizados, han sido hechos en la aproximacidn de uniones fuer- 
tes o bien usando potenciales constituldos por funciones 6, 
existe la posibilidad de qua la localizacibn sea especlfica de 
estos modelos. Sokoloff y Jos6 tambisn han mostrado que para 
una secuencia cuasi-peribdica de barreras de potencial no infi- 
nitas, existen estados localizados y e x t e n d i d o ~ ( ~ ~ 8 ~ ~ ) .  
Grempel et al., mostraron recientemente qua para una modu- 
lacidn tip0 tangente de laa autoenerglas de sitio, todos 10s es- 
tados estdn localizados cualquiera sea la amplitud de la modu- 
l a ~ i b n ( ~ ~ 8 ~ ~ ) .  Para formas generalee de la modulacidn, dife- 
rentes tratamientos aplicados por distintos autores han mostrado 
que existen bordes de movilidad [19,47,48 1. 
NOS interesa, en este capltulo, estudiar el comportamiento _- 
de 10s modelos inconmensurados presentados en el ~ a p s t u l o  11, en 
cuanto a localizacidn se refiere. Se espera de estos sistemas, 
que presenten bordes de movilidad, dado que las funciones de mo- 
dulacidn cuando son expandidas en serie de Fourier poseen mds de 
un armbnico y en vista de que el modelo dado por ( 5 . 1 )  que posee 
dos armbnicos, presenta un borde de movilidad [26,66 1. 
Hemos usado y(E), llamado factor de crecimiento exponencial 
de las funciones de onda, obtenido por medio del metodo de la 
matriz transferencia como medida de la localizacibn. Usando 
y ( ~ )  en combinaci6n con 10s histogramas de la densidad de esta- 
dos, n(E), calculados por el metodo de Dean, hemos podido obte- 
ner informacidn acerca de las diferencias entre 10s distintos 
mode lo^(^^). 
V.2 F a c t o r  de c r e c i m i e n t o  e x p o n e n c i a l  Y ( E ) :  Medida de  l a  
l o c a l i z a c i d n  
V-2.1 Y ( E )  p a r a  un s i s t e m a  u n i d i m e n s i o n a l  o r d e n a d o  
La e x p o s i c i d n  qua s i g u e  se b a s a  t a n t o  en  e l  e x c e l e n t e  
a r t s c u l o  de I s h i i  ( 5 0 )  como en  l a  T e s i s  D o c t o r a l  de  P i c h a r d  ( 5 1 ) .  
F i j e m o s  n u e s t r a  a t e n c i d n  s o b r e  l a  e c u a c i d n  de  S c h r o e d i n g e r  
e s t a c i o n a r i a  y d i s c r e t i z a d a  p a r a  una cadena  s e m i - i n f i n i t a :  
La e c u a c i d n  (5 .2)  s e  puede  e s c r i b i r  t ambi6n  e n  forma m a t r i -  
c i a l :  
La m a t r i z  T, e s  l a  l l amada  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a  y e s t d  
dada p o r  
T, e s  una m a t r i z  r e a l  de d e t e r m i n a n t e  i g u a l  a  1. 
En e l  problema p e r i d d i c o  con c e l d a  u n i d a d  de  un s 6 l o  ele-  
mento rpo r  ejemp10 cuando a ( n ) =  0. p a r a  t o d o  n, 10s a u t o v a l o r e s  y 
a u t o f u n c i o n e s  de l a  m a t r i z  T ( s e a  t = l . )  t i e n e n  l a s  s i g u i e n t e s  
c a r a c t e r S s t i c a s :  
a )  D e n t r o  de l a  banda de e n e r g x a s ,  o  s e a  en  l a  r e g i d n  en  
donde l a  e c u a c i d n  de S c h r o e d i n g e r  ( 5 . 2 )  p o s e e  a u t o v a l o r e s  dados  
por E= 2cos(k), 10s autovalores de T son de la forma e -ik 
e ik correspondi6ndoles, respectivamente, 10s autovectores 
(:ik)y (:> 0 sea que dentro de la banda, toda solucidn 
. . 
de (5.2) se proyecta sobre dos ondas planas que se propagan en 
direcciones opuestas: 
En este caso tenemos, entonces, que: 
lim 
n +OD 
b) Fuera de la banda de energsas permitidas, I E( > 2., 0 
sea E= 2cosh(k), 10s autovalores y autovectores de T son 
respectivamente ek y e'k, que corresponden a e (Yk) 
En este caso toda soluci6n de ( 5 . 2 )  se proyecta sobre dos 
ondas, una que crece y otra que decrece, exponencialmente, segGn 
la misma direcci6n: 
En este caso, se tiene: 
Ndtese que: 
nos da el comportamiento asintdtico de una solucidn particular 
de (5.2) para una dada energsa E y valores iniciales P1 Y Yo, 
tales que ( Y 1 2  + YO2)/ 0. Se llama factor de crecimiento 
exponencial de las funciones de onda a 
Para un sistema periddico, como el ilustrado, dentro de la 
banda de autoenergias del sistema, Y(E)= O., siendo las .funcio- 
nes de onda correspondientes, funciones extendidas. Fuera de la 
banda de energias permitidas se ha encontrado que Y(E)? 0 (50) 
V.2.2 y(E) para un sistema no periddico 
Hay dos tipos de sistemas no periddicos, 10s desordenados 
y 10s inconmensurados. En 6stos hay que demostrar que se puede 
definir Y(E). 
Existe un teorema, el Teorema de ~ s e l e d e c ( ~ ~ ) ,  que garan- 
tiza la existencia de la matriz asintdtica A, definida como: 
A= lim ( M i ~ n )  (1/Zn) 
n +m 
con Mn= Tn . . . TI 
si cada una de las !pi eat6 acotada, independientemente de que 
Sean todas iguales o distintas (a1 azar). Esta condicidn se 
cumple en nuestro caso, dado qua para 10s potenciales cuasi- 
periddicos usados, el valor absoluto de cualquiera de 10s 
elementos de matriz de las matrices Ti es fin it^(^^). 
Los logaritmos de 10s autovalores de la matriz de Oseledec 
son 10s llamados coeficientes de Lyapunov, yi(E)- En el 
caso unidimensional tendremos dos coeficientes Y2 Y Y1' 
-y2=y(E), pues las matrices Ti son ~ i m ~ l 6 c t i c a s ( ~ ~ ) .  
El teorema de Oseledec no dice nada sobre el valor de Y(E) 
para sistemas desordenados. El teorema de Furstenberg, en cam- 
bio prueba la divergencia exponencial del producto' de matrices 
asociadas a una cadena desordenada, estableciendo que para casi 
todo vector I x), se cumple con probabilidad 1 que(50): 
Hatsuda e Tshii [ 5 0 8 5 3  1 han mostrado que este Y(E), reci6n 
definido, est6 asociado con la localizacidn de las funciones de 
onda. 
Teniendo en cuenta que y(E) es cero dentro de las bandas de 
10s sistemas ordenados y mayor que cero para un sistema desorde- 
nado y fuera de la banda de energxas permitidas de un sistema 
periddico, entonces y(E)=O. caracterizard a 10s estados extendi- 
dos y ~(E)?o. a 10s localizados y a 10s gaps. 
Thouless define como longitud de localizacidn a la inversa 
de y(E) en 10s casos en 10s que E es una autoenergsa de1 
sistema (57). 
Tal como lo puntualiza Ishii , el hecho de que solu- 
ciones particulares de un sistema desordenado crezcan exponen- 
cialmente, no implica necesariamente que 10s autoestados de un 
sistema f inito per0 muy largo y desordenado estdn localizados. 
Esta relacibn entre el crecimiento exponencial de soluciones 
particulares y la existencia de autoestados exponencialmente lo- 
calizados para sistemas finitos fue sugerida por Borland ( 5 2 )  
fue estudiada por Matsuda e Ishii ( 5 3 )  para sistemas infinitos. 
~ e g G n  Ishii la correspondencia entre estados localizados en un 
sistema finito y la existencia de autoestados exponencialmente 
localizados en sistemas infini.tos esth lntimamente correlaciona- 
(53) 
da. Esto ha sido aceptado por muchos autores en 10s Cltimos. 
tiempos y sobre la aceptacidn de esta correspondencia es que 
descansan 10s c6lculos realieados en este capgtulo. 
V.3 ~ 6 t o d o  para el cdlculo de Y(E) 
si usamos Yo=.O. y Y 1 como condiciones de borde, 
se puede obtener de manera recurrente Y(E), de forma tal que el 
c6lculo numBrico resulta sencillo. Aplicando sucesivamente 
q a ) (:)se obtiene: 
Ten iendo  en  c u e n t a  ( S a g ) ,  (5 .10)  y (5 .13 )  se o b t i e n e  p a r a  
Y ( E ) :  
y ( E ) =  l i m  ( 1 / 2 n ) l n { [ ( ~ - c n ) / t  - 1 / C n - 1 ] 2 + 1 } * ( ~ 1 *  * c n - l )  
n  +OD 
= l i m  
n  +w 
C a l c u l a n d o  y ( E )  h a c i e n d o  u s o  de  l a  e x p r e s i d n  (5 .14 )  hemos 
o b t e n i d o  l a s  p r o p i e d a d e s  de l o c a l i z a c i d n  de 10s d i s t i n t o s  mode- 
10s inconmensurados  i n t r o d u c i d o s  e n  10s CapXtulos  I1 y I V .  
En l a  p r s c t i c a ,  p a r a  c a d e n a s  f i n i t a s ,  nunca s e  o b t i e n e  
y ( E l =  O m ,  s i n 0  y ( E ) =  l/N, p a r a  10s e s t a d o s  e x t e n d i d o s ,  s i e n d o  N 
e l  n6mero de btomos c o n s i d e r a d o s  en  l a  cadena .  
R e s u l t a d o s  
-- 
P a r a  e l  c h l c u l o  de y (E)  hemos tomado en  t o d o s  10s c a s o s  ca- 
d e n a s  de 5000 btomos, dado que  ya p a r a  e s t a  c a n t i d a d  de iitomos 
obtenemos una buena c o n v e r g e n c i a  p a r a  y ( E )  . Con e l  o b j e t o  de 
o b t e n e r  un c r i t e r i o  numer ic0  p a r a  d e t e r m i n a r  l a  l o c a l i z a c i d n  o  
no  de un e s t a d o  hemos p l o t e a d o  14 yn2(E)l  e n  f u n c i d n  de n  P a r a  
d i ' s t i n t o s  v a l o r e s  de E ,  ba y Q, p a r a  10s d i s t i n t o s  t i p o s  de  mo- 
d u l a c i b n .  S i  p a r a  una e n e r g i a  dada ,  c o r r e s p o n d i e n t e  a  un e s t a d o  
e x t e n d i d o ,  g r a f  icamos 14 ) n 2 ( ~ ) l  e n  f u n c i d n  de  n ,  ob t endremos  
v a l o r e s  c a s i  c o n s t a n t e s  p a r a  14 p a r a  t o d o  n  o  b i e n  va- 
l o r e s  que o s c i l a n  a l r e d e d o r  de un c i e r t o  v a l o r  medio. S i  s e  
t r a t a s e ,  en  cambio, de  l a  e n e r g l a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  un e s t a d o  
l o c a l i z a d o  14 y n 2 ( ~ ) l  e n  f u n c i b n  de n  t e n d r l  qua c r e c e r  h a s t a  
l l e g a r  a v a l o r e s  muy c e r c a n o s  a c e r o  y l u e g o  d e c r e c e ' r .  Tengarnos 
e n  c u e n t a  que 10s c o e f i c i e n t e s  de  l a  f u n c i d n  de  onda e s t d n  nor-  
m a l i z a d o s  y p o r  t a l  r aedn  14 Y ~ ~ ( E ) I  < 0. S i  nos  e n c o n t r g s e -  
mos u b i c a d o s  en una e n e r g l a  que s e  e n c u e n t r a  d e n t r o  de un gap,  
1 Y n 2  d e b e r d  c r e c e r  p a r t i e n d o  de  nGmeros muy n e g a t i v o s  y 
t e n d e r  a  un v a l o r  n e g a t i v o  c e r c a n o  a  c e r o ,  que depende rh  d e l  nG- 
mero de gtomos usados  y de l a  n o r m a l i z a c i d n .  
En l a  p r d c t i c a  es muy d i f i c i l  u b i c a r s e  e x a c t a m e n t e  en  l a  
a u t o e n e r g z a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  un e s t a d o  l o c a l i z a d o ,  de  t a l  mane- 
r a  que e s e  d e c r e c i m i e n t o  no l o  veo  nunca. 
En t o d o s  10s e j e m p l o s  c a l c u l a d o s  hemos o b s e r v a d o  que  p a r a  
y (E)  < .OOl, 14 y n q  e n  f u n c i d n  de n  o s c i l a  a l r e d e d o r  de  un 
v a l o r  medio, de t a l  manera que  c a r a c t e r i z a m o s  como e x t e n d i d o s  a  
a q u e l l o s  e s t a d o s  p a r a  10s c u a l e s  y (E)  < .001. 
P a r a  y (E)  > .0025 14 'I,? crece e x p o n e n c i a l m e n t e  en  t o d o s  
10s e j e m p l o s  t r a t a d o s .  y ( E )  ? .0025 c a r a c t e r i z a ,  e n t o n c e s ,  a  10s 
e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  y a  l a s  e n e r g i a s  que  s e  e n c u e n t r a n  d e n t r o  de  
P a r a  v a l o r e s  de . y ( E )  que s e  e n c u e n t r a n  en  e l  pequeiio i n -  
t e r v a l ~  .001 < y ( E )  < .0025 r e s u l t a  d i f i c i l  d e c i r  s i  10s e s t a d o s  
s o n  l o c a l i z a d o s  o  e x t e n d i d o s .  
A 10s e f e c t o s  de  chequea r  e l  c r i t e r i o  e n u n c i a d o ,  hemos c a l -  
c u l a d o  y (E)  p a r a  l a  modulac i6n  t i p o  coseno.  Los r e s u l t a d o s  q u e  
debemos o b t e n e r  p a r a  e s t e  modelo son  b i e n  c o n o c i d o s .  Sabernos 
q u e  p a r a  Aa/t ( 2. e l  e s p e c t r o  e s  c a s i  c o n t i n u o  y  p a r a  Aa/t > 2. 
10s e s t a d o s  son  t o d o s  o  c a s i  t o d o s  l o c a l i z a d o s ,  i n d e p e n d i e n t e -  
mente d e l  v a l o r  de  Q y h .  Hemos tomado ao= 0 0 ,  t = l  y h=O e n  
todos  10s c6 l cu lo s .  En l a  f i g u r a  V.1 aparece  n (E )  y  y (E)  pa r a  
dos v a l o r e s  de Aa, uno por debajo  y  o t r o  por  encima d e l  v a l o r  
c r r t i c o  Aac=2. Hemos hecho 10s c 6 l c u l o s  en e l  c a s o  p a r t i c u l a r  
de e s t e  modelo pa ra  Q/ (2n)=(d(13 . ) -3 . ) /2 ,  que cor responde  a ha- 
c e r  r=3 en (2 .16) .  Para  Aa= 1.9 y  haci.endo un b a r r i d o  con A ( E ) =  
. 026 t ,  s e  p e r f i l a  l a  p o s i c i 6 n  de l a s  bandas de e n e r g r a ,  p e r 0  pa- 
r a  d e t e c t a r  l a s  bandas de e s t a d o s  ex t end idos ,  que son muy angos- 
t a s ,  hay que hacer  un b a r r i d o  mbs f i n o .  Del p r imer  b a r r i d o  s e  
ve,  por  ejemplo,  qua en 10s a l r e d e d o r e s  de -.26 pod r r a  haber  
bandas de e s t a d o s  ex tend idos .  Es to  s e  desprende d e l  hecho de 
que y(E)  como funcidn de E va disminuyendo su  v a l o r  pa r a  luego 
v o lve r  a  inc rementa r se .  Bar r i endo ,  en tonces ,  con un A ( E ) =  .0026 
en  10s a l r e d e d o r e s  de e s t a  energsa  s e  obtuvo: 
TABLA V. 1: Va lores  de y(E) en func idn  de E en 10s a l r e d e -  
do re s  de E= -.26 p a r a  l a  modulacidn coseno. 
Aa=1.9,r=3. 
Se v e  c la ramente  de l a  t a b l a  que e n t r e  E=- -2500 y  w.2444 
( y  su s  s i m 6 t r i c o s  con r e s p e c t o  a  E=0 . )  hay una banda de e s t a d o s  
ex tend idos .  Hemos r e p e t i d o  e s t e  p roced imien to  a  l o  ancho de to-  
da l a  banda. Los r e s u l t a d o s  aparecen  en l a  f i g u r a  V. 1. 
Hemoa adoptado e l  c r i t e r i o  de no g r a f i c a r  l o 8  v a l o r e s  de 
y(E)  en 10s minigaps. ~ d t e s e  que 10s minigaps tampoco aparecen  
en  e l  h is tograma de n ( E ) ,  dado qua l a  p r e c i e i d n  d e l  mismo no l o  
p e rmi t e .  
FIGURA V. 1 : n(E) y y(E) para l a  modulacibn tipo coseno, para la  mitad de 
l a  banda y r=3 en ecuacibn (2.16). (a) Aa= 1.9, (b) Aa= 2.1 
Concluimos de comparar 10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  pa r a  Y (El  
con l a  dens idad de e s t a d o s ,  qua pa r a  Aa=1.9, 10s e s t a d o s  ex ten-  
d idos  forman banda para  l a  modulacidn t i p o  coseno. 
Para  Aa= 2.1 ( v e r  f i g u r a  V. 1 )  hemos hecho l o  p r o p i o ,  ha- 
c i endo  una pr imera  b a r r i d a  con A ( E ) =  .0273 y  luego  aumentando l a  
p r e c i s i d n  d e l  b a r r i d o  en l a s  zonas en donde s e  p e r f i l a  l a  pos i -  
c i d n  de l a s  bandas a  p a r t i r  de l a  p r imera  b a r r i d a .  Obtenemos de 
e s t a  forma que y(E)  > 0.049 y  que Y ( E ) =  0,049 en l a s  zonas de 
l a  banda en donde hay e s t ados .  Comparando 10s r e s u l t a d o s  ob t en i -  
dos pa ra  y(E)  con e l  h is tograma de l a  dens idad  de e s t a d o s ,  vemos 
que pa ra  Aa=2.1 todos  10s e s t a d o s  son l o c a l i z a d o s ,  l a  mayorZa de 
e l l o s  con un grado de l o c a l i z a c i d n  c o r r e s p o n d i e n t e  a  y (E ) -  
0.049 . Podr ian  e x i s t i r  e s t a d o s  ex t end idos  a i s l a d o s ,  10s que 
evidentemente  no forman banda, n i  un e s p e c t r o  denso. 
E s  i n t e r e s a n t e  n o t a r  que de 10s g r s f i c o s  de y ( E )  uno puede 
de t e rmina r  c u a l i t a t i v a m e n t e  e l  nfimero y  p o s i c i d n  de 10s gaps. 
En l a s  f i g u r a s  V.1 y  l a s  que s i guen ,  10s v a l o r e s  de y (E )  en e l  
c e n t r o  de 10s gaps superan n u e s t r a  e s c a l a .  Cuando comienza un 
gap, y(E)  c r ece  notablemente ,  m i e n t r a s  qua e s  comparat ivamente 
c o n s t a n t e  d e n t r o  de l a s  bandas. 
Tambi6n hemos e s t u d i a d o  e l  comportamiento de Y ( 0 )  p a r a  d i s -  
t i n t o s  v a l o r e s  de Q y  Aa para  e l  modelo c o r r e s p o n d i e n t e  a  l a  mo- 
du l ac idn  coseno. Usamos p a r a  Q, nuevamente l a  expansidn en 
f r a c c i o n e s  con t i nuas  dada por l a  ecuacidn (2 .16)  con r = 2 ,  3 y 6. 
Los r e s u l t a d o s  aparecen en l a  t a b l a  V.2 y muest ran  un crec imien-  
t o  ab rup t0  en Aa=2 pa r a  c u a l q u i e r  v a l o r  de Q. 
De l o  expues to  su rge  qua hemos podido r e p r o d u c i r  10s dos 
r e s u l t a d o s  b ien  conocidos y ya d i s c u t i d o s .  Hay una t r a n s i c i d n  
m e t a l - a i s l a d o r  en e s t e  modelo p a r a  Aa/t= 2 . ,  no dependiendo es- 
t o s  r e s u l t a d o s  d e l  v a l o r  de Q. Podemos a f i r m a r ,  en tonces ,  que 
e l  cS l cu lo  de y (E)  en combinacidn con e l  de n(E) nos provee  de 
TABLA V.2 : 2y(0) en funcibn de Aa y Q para l a  modulacibn t ipo 
coseno. Q estd dado-por l a  ecuaci6n (2.16) 
TABLA V.3:  '2y(0) en funci6n de Aa y Q ' p r a '  'el. modelo.. zigzag .: 
Q estC dado por l a  ecuacibn (2.16) 
un metodo adecuado y de ba jo  c o s t o  computacional  p a r a  o b t e n e r  
l a s  p rop iedades  de l o c a l i z a c i d n  de l a s  f unc iones  de onda pa r a  
10s d i s t i n t o s  modelos de Hamiltoniano. 
Para  e l  modelo z igzag  hemos hecho 10s c 6 l c u l o s  pa r a  10s 
mismos v a l o r e s  de Q que para  e l  Hamiltoniano con modulacidn co- 
seno. Los r e s u l t a d o s  aparecen en l a  f i g u r a  V.2 y l a  t a b l a  V.3. 
De l a  f i g u r a  V.2 s e  hace e v i d e n t e  que e l  s i s t ema  t i e n e  dos bor- 
des  de movi l idad s i m 6 t r i c o s  que s epa ran  r e g i o n e s  con e s t a d o s  lo -  
c a l i z a d o s  de r eg iones  en l a s  c u a l e s  10s e s t a d o s  ex t end idos  f o r -  
man banda. Los bordes de movi l idad s e  c o r r e n  h a c i a  E= 0. a  me- 
d i d a  que c r ece  e l  v a l o r  de Aa. De Y ( 0 )  en func idn  de Q y Aa, 
t a b l a  V.3, s e  ve que e l  v a l o r  de haC8 pa r a  e l  c u a l  e l  e s t a d o  
co r r e spond i en t e  a  E=0 .  s e  l o c a l i z a  depende de Q. De hecho, p a r a  
r=2,  E= O . ,  s e  l o c a l i z a  p a r a  Aac= 3 0 ,  pa ra  r= 3  s e  l o c a l i z a  
p a r a  hac= 2.9 y para  r=6 p a r a  Aac= 2.5. 
Notamos, en tonces ,  que p a r a  e l  Hamiltoniano Zigzag 10s e s -  
t a d o s  comienzan a  l o c a l i z a r s e  pa r a  ~ a <  2. y s e  t o rnan  todos  lo -  
c a l i z a d o s  pa ra  Aa) 2 . ,  e x i s t i e n d o  una d i f e r e n c i a  c o n s i d e r a b l e  - 
con r eapec to  a  l a  modulacidn t i p o  coseno. 
Los r e s u l t a d o s  pa r a  l a  modulacidn d i e n t e  de s i e r r a  aparecen  I 
e n  l a  f i g u r a  V.3. E s t e  modelo exhibe  tambidn bordes  de movi l i -  
dad que s e  van co r r i endo  h a c i a  E= 0. a  medida que Aa c rece .  Pe- 
r o  en e s t e  caso ,  10s v a l o r e s  r e l e v a n t e s  de Aac son much0 meno- 
r e s  que pa ra  l a  modulacidn z igzag  y coseno. De n u e s t r o s  c6lcu-  
10s s e  desprende que pa ra  r=6,  todos  o  c a s i  todos  10s e s t a d o s  s e  
han l o c a l i z a d o  para  hac= 1 1 t p a r a  r33, AaC= 1 Y pa ra  r12. , 
A 0.9. La dependencia de Aac con r e s  menor que en e l  
c a s o  de l a  modulacidn z igzag  y en s e n t i d o  opues to .  
En c o n t r a s t e  con e l  modelo con modulacidn z igzag ,  en e l  mo- 
d e l ~  d i e n t e  de s i e r r a ,  e l  borde de movi l idad s e p a r a  una r eg idn  
en  l a  c u a l  e l  e s p e c t r o  de e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  e s  denso de o t r a  
r e g i d n  que pa rece  con tener  t a n t o  e s t a d o s  ex t end idos  coao l o c a l i -  
zados.  
.FIGURA V.2: n(E) y y(E) para la modulacidn tipo zigzag para la mitad de la 
banda de energfas y r=3 en ec. (2.16) . (a) Aa= Y .5 , (b) Aa= 2 :5 
El borde de movilidad es t% indicado con una f lecha. 
FIGURA V . 3 :  n(E) y y(E) para la modulaci6n tipo diente de sierra para la mi- 
tad de la banda de energfas y r-3 en ec. (2.16). (a)Aa=.5, 
(b) Aam.8. El borde de movilidad .se indica con una f lecha. 
~l valor de Aac para el cual todos 10s estados se locali- 
zan decrece a medida que se pasa del Hamiltoniano zigzag 
(2.5s Aac 3. ) a1 coseno (hac= 2 . )  y de 8ste a1 diente de 
sierra (0.9 < Aac 4 1. ) y recordemos, qua para la modulacidn 
tangente todos 10s estados son localizados cualquiera sea el va- 
lor de Aa igual que para 10s sistemas desordenados unidimensio- 
nales. Esto sugiere que la modulaci6n diente de sierra puede 
considerarse mbs cerca de un sistema totalmente desordenado que 
el coseno y este Cltimo m8s cerca del sistema desordenado que el 
correspondiente a1 Hamiltoniano zigzag. Este resultado es con- 
sistente con lo estudiado en el Capltulo 111, en el cual n0.8 de- 
dicamos a 10s sistemas inconmensurados-desordenadoa. En el Ca- 
pltulo I11 hablamos concluido que la modulacidn tipo diente de 
sierra estd m8s cerca del modelo de Anderson completamente de- 
sordenado que el modelo zigzag, en el sentido de que se necesita 
menos desorden para que la densidad de estados del modelo diente 
de sierra se asemeje a la del modelo de Anderson totalmente de- 
sordenado que para el modelo zigzag. 
V. 5 Conclusiones 
En este capztulo hemos calculado el factor de crecimiento 
exponencial, y(E) , obtenido por medio del mftodo de la matriz 
transferencia, para 10s sistemas inconmensurados unidimensiona- 
les introducidos en el Capltulo 11. Cuando se usa este metodo 
en combinaci6n con 10s histogramas de la densidad de estados, 
obtenidos por el m€todo de Dean, se obtienen las propiedades de 
localizaci6n de estos sistemas. 
Mostramos que las propiedades de localizaci6n de estos mo- 
delos son fuertemente dependientes de la modulacidn y que cuando 
la modulacidn no es un simple coseno, existen bordes de movili- 
dad y el valor de la amplitud de la modulacidn para el cual 10s 
estados se localizan depende del valor de Q. 
D e  l o  d i c h o  s e  d e s p r e n d e  que  10s s i s t e m a s  t i g h t - b i n d i n g  
u n i d i m e n s i o n a l e s ,  cuyos  H a m i l t o n i a n o s  no son  a u t o s i m i l a r e s  ( 1 7 ) ,  
como e s  e l  c a s o  d e l  coseno ,  no p r e s e n t a n  una t r a n s i c i d n  m e t a l -  
a i s l a d o r  i n d e p e n d i e n t e  de Q y E en  l a  c u a l  s e  p a s a  de  t e n e r  un 
e s p e c t r o  c a s i  c o n t i n u o  a  uno p u n t u a l  denso.  
Con l a  p r e c i s i d n  usada  en  n u e s t r o s  c d l c u l o s ,  no podemos 
d e s c a r t a r  l a  e x i s t e n c i a  de e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  a i s l a d o s  en  e l  
c a s o  d e l  p o t e n c i a l  con modulac idn  t i p o  coseno ,  p a r a  Aa<2., s i  
podemos a s e g u r a r  que 10s e s t a d o s  e x t e n d i d o s  forman banda. Tampo- 
c o  podemos d e s c a r t a r  l a  e x i s t e n c i a  de  e s t a d o s  e x t e n d i d o s  a i e l a -  
d o s  p a r a  ~ a > 2 . ,  p e r 0  s i  a s e g u r a r ,  que  p a r a  e s t o s  v a l o r e s  de Aa 
10s e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  forman un e s p e c t r o  denso.  N u e s t r o s  re- 
s u l t a d o s  e n t o n c e s  no s e  c o n t r a d i c e n  con l o  que  a p a r e c e  e n  l a  li- 
t e r a t u r a  m6s r e c i e n t e  y  r i g u r o s a  s o b r e  e l  p a r t i c u l a r  ( 2 5 ) .  
En e l  c a s o  d e l  H a m i l t o n i a n o  t i p o  z i g z a g ,  tampoco podemos 
d e s c a r t a r  l a  e x i s t e n c i a  de e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  en  l a  zona e n  
donde 10s e s t a d o s  e x t e n d i d o s  forman banda ,  l o  que  s i  podemos 
a f i r m a r  e s  que ,  compara t ivamen te  e l  H a m i l t o n i a n o  d i e n t e  de  s i e -  
r r a ,  p r e s e n t a  muchos mds e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  en  e s a  zona.  
CAP1 TULO . VI 
Sistema unidimensional con sol'itones: ~ o c a l i z a c i d n  
Volvamos a1 sistema estudiado en el Capztulo IV, que con- 
siste en paredes de dominio o disconmensuraciones, separadas por 
regiones en las cuales el potencial de la red y el potencial de 
modulacidn son conmens~rados(~,*). En este capztulo estudia- 
remos las propiedades de localizacidn de sistemas unidimensiona- 
les que presentan solitones, utilizando el m6todo de la matrfz 
transferencia en combinacidn con histogramas de la densidad de 
estados obtenidos por el mgtodo de Dean (ver capstulo V). 
_,- . 
, - Una propiedad interesante qua mostraron Su y Schrief fer, 
'tedricamente, es que aparecen cargas fraccionarias en sistemas 
unidimensionales con ondas de densidad de carga (''1, que pre- 
sentan paredes de dominio. En particular en sistemas con un ter- 
cio de banda llena, la carga en las paredes de dominio es de 
fe/3 6 f2e/3. Esto se relaciona con la localizacidn de las fun- 
ciones de onda, porque la presencia de solitones (defect08 o 
dislocaciones) da origen a la aparicidn de estados en 10s gaps 
de la densidad de estados del sistema y siendo estos estados, 
estados aislados, 10s mismos son localizadosm Estos autores han 
estudiado, como ejemplo, la formacidn de solitones en poliaceti- 
leno, encontr6ndose con la presencia de estados localizados, 
asociados a la existencia de 10s sol it one^(^^^^^)^ Teniendo en 
cuenta estos antecedentes, hemos considerado interesante inves- 
tigar las peculiaridades de la distribucidn de la carga electrd- 
nica en nuestro modelo con solitones (49), ademas del c6lculo 
de la 1ocalizaciBn con 10s m6todos del capztulo V m  
V I . 2  Modelo u sado  
En e l  c a p i t u l o  I V  c a l c u l a m o s  l a  d e n s i d a d  d e  e s t a d o s  de  un 
s i s t e m a  e l e c t r 8 n i c 0 ,  p a r a  e l  c u a l  l a s  p o s i c i o n e s  de e q u i l i b r i o  
d e  10s dtomos no son  e q u i d i s t a n t e s ,  s i n o  que  se o b t i e n e n  p o s t u -  
l a n d o  i n t e r a c c i o n e s  a r m d n i c a s  e n t r e  10s dtomos y  un p o t e n c i a l  
e x t e r n o  s i n u s o i d a l ,  cuya p e r i o d i c i d a d  e s  i nconmensu rada  con l a  
d e  l a  r ed .  Del fo rma l i smo  de Theodorou y  ice(*), e n  l a  a p r o -  
x imac i6n  d e 1  c o n t i n u o ,  ob t en i amos  p a r a  en  ( p o s i c i 6 n  d e 1  n- 
6s imo s tomo) :  
e n  dOnde ~ a ) l  y 04qa<1 son  f u n c i d n  de l a a  d i s t a n c i a s  i ncon -  
mensuradas  "a" y "b" y de  10s p o t e n c i a l e s  e x t e r n o  e  i n t e r n o .  
Recordemos que  p a r a  l a s  a u t o e n e r g g a s  de s i t i o  hab iamos  i m p u e s t o  
una modulac idn  de l a  forma: 
Cuando s e  u s a  l a  ap rox imac idn  d e l  c o n t i n u o ,  l a  d e n s i d a d  d e  
e s t a d o s  que  se o b t i e n e  es a s i m 6 t r i c a ,  p e r 0  no l o  s u f i c i e n t e  como 
p a r a  que  l a s  d i f e r e n c i a s  en  l a  l o c a l i z a c i d n  con r e s p e c t o  a  un 
s i s t e m a  inconmensurado  con modulac idn  c o s e n o  s e a  n o t a b l e .  E s t o  
f u e  p u n t u a l i z a d o  tambidn  p o r  ~ o k o l o f f ( ~ ' ) .  Con e l  o b j e t o  d e  
q u e  s e  haga  e v i d e n t e  e l  e f e c t o  de  l a  p r e s e n c i a  d e  d i s l o c a c i o n e s  
e n  e l  s i s t e m a ,  hemos c a l c u l a d o  Y(E), p a r a  un s i s t e m a  e n  e l  c u a l  
Zn  e s t s  dado fo rma lmen te  p o r  l a  e c u a c i d n  ( 6 . 1 ) .  p e r 0  t a l  q u e  
n o  e s  s o l u c i d n  d e l  H a m i l t o n i a n o  de  Theodorou y R i c e .  Ra,  e l  
ntimero media  de dtomos e n t r e  d i e l o c a c i o n e s  y q,, e l  g r a d o  de  
a p a r t a m i e n t o  con r e s p e c t o  a 1  s i s t e m a  conmensurado,  se han  tornado 
como p a r S m e t r o s  i n d e p e n d i e n t e s ,  e l e g i d o s  de t a l  fo rma d e  h a c e r  
r e s a l t a r  e l  e f e c t o  de l a s  d i s l o c a c i o n e s -  
vI .3  ~ d l c u l o s  y  r e s u l t a d o s  
En 10s cb lcu los  de l o c a l i z a c i 6 n  s e  han usado cadenas de 
1 0 0 0 0  btomos. La densidad de e s t ados  fue  ca l cu l ada  por e l  mbto- 
do de Dean y  e l  f a c t o r  de c rec imien to  exponencia l  de l a s  fun- 
c iones  de onda, y ( E ) ,  fue  ca l cu l ado  por e l  mbtodo de l a  ma t r i z  
t r a n s f e r e n c i a .  
Hemos e l eg ido  para  nues t ro s  c 6 l c u l o s  Ra3 2/(413-3) Y 
qa=.3. Con e s t o s  da tos  para  10s pardmetros s e  o b t i e n e  una 
densidad de e s t ados  muy a s i m g t r i c a  y con pocas bandas importan- 
t e s .  
En l a  f i g u r a  V I . 1  aparece  n(E)  y  y ( E )  pa ra  e s t e  s i s tema.  E l  
mismo p r e s e n t a  un borde de movil idad,  y  no dos como en todos  10s 
casos  s i m g t r i c o s  que vimos a n t e s ,  con e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  a  l a  
i z q u i e r d a  d e l  mismo y  ex tend idos  a  l a  derecha.  E s t e  borde de 
movil idad s e  mueve hac ia  l a  derecha,  a medida que s e  aumenta e l  
v a l o r  de Aa. E l  n i v e l  de Fermi para  una banda l l e n a  h a s t a  l a  
mitad (un e l e c t r d n  por o r b i t a l )  cae en l a  reg idn  de e s t a d o s  ex- 
t end idos  aGn para  Aa=6. 
s i  qa s e  reduce a  - 1 ,  l a  densidad de e s t a d o s  qua s e  ob- 
t i e n e  e s  mbs s imb t r i ca  que en e l  caso a n t e r i o r ,  pe r0  e l  n i v e l  de 
Fermi cae en l a  zona de e s t ados  l o c a l i z a d o s  ya pa ra  Aa=2. Todo 
i n d i c a ,  entonces ,  que e s t o s  s i s t emas  son mejores conductores ,  
cuan to  mbs a s im6 t r i cos  son. 
VI.3.2 ~ i s t r i b u c i d n  de l a  carga  en 10s s i s t e m a s  con s o l i -  
t ones  
Ot ro  aspec t0  i n t e r e s a n t e  de 10s modelos con s o l i t o n e s  e s  l a  
a p a r i c i d n  de ca rgas  f r a c c i o n a r i a s  y  de e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  aso- 
c i ados  con l a s  d i s l o ~ a c i o n e s ( 5 4 ~  56)  
FIGURA VI' .l: n ( ' ~ )  y , y(E) para e l  modelo con solitones.  Ra= 21  (413 - 3) 
'a 
=0.3, Aa= 2. E l  borde de movilidad estg indicado con 
una flecha 
Con e l  o b j e t o  de e s t u d i a r  l a  d i s t r i b u c i d n  de l a  carga  e n t r e  
10s btomos de nues t ro  modelo de uniones f u e r t e s ,  hemos usado una 
cadena muy c o r t a ,  de nada mbs que 30 btomos, y  d i agona l i zado  
l a  ma t r i z  d e l  Hamiltoniano co r r e spond ien t e  pa ra  e l  caso  
~ , = 2 / (  413-3) , qaP.3. Hemos usado una cadena donde e l  sis- 
tema c a s i  s e  r e p i t e  10 veces para  que l a  d i agona l i zac idn  no re-  
s u l t a s e  t a n  cos to sa ,  per0  debido a  que e l  v a l o r  de Aa en e l  
ejemplo e s  muy grande, es tando  l a s  func iones  de onda en gene ra l  
muy l o c a l i z a d a s ,  a  pesar  de t r a t a r s e  de una cadena c o r t a  e s  l o  
su f i c i en t emen te  l a r g a  como para  poder s a c a r  a lgunas  conc lus iones  
de 10s r e s u l t a d o s  obtenidps .  Una vez que 10s a u t o v a l o r e s  y  au- 
t o func iones  han s i d o  ob ten idos ,  l a  carga  sobre  cada uno de 10s 
6tomos s e  c a l c u l a  f6c i lmente  suponiendo que l a  banda e s t 6  semi- 
I l e n a ,  coma s igue:  Sea ci8 ,, e l  c o e f i c i e n t e  de l a  funcidn de 
onda cor respondien te  a  l a  autoenergsa  p ,  sobre  e l  o r b i t a l  i. La 
carga  qi r  sobre  cada dtomo es :  
1/2 banda 
En l a  f i g u r a  V I . 2  aparecen g ra f i cados ,  a ( zn ) /Aa=cos (2 rzn /b )  
y qn , l a  carga  sobre  e l  btomo n. Cuando a ( zn ) /Aa  e s  apro- 
ximadamente + I ,  e l  btomo en cues t i dn  e s t 6  p rdc t icamente  en re-  
g i s t r o  con e l  p o t e n c i a l  ex t e rno  de p e r i o d i c i d a d  b, m ien t r a s  que 
a(zn) /Aa= -1 r ep re sen t a  una d i s l o c a c i 6 n  o  defec to .  De l a  f i -  
gura  V I . 2  s e  t o r n a  ev iden te ,  que l a s  d i s l o c a c i o n e s  actGan como 
a t r a c t o r e s  de e l e c t r o n e s ,  dado que mbs carga  nega t iva  qn e s t d  
asoc iada  a  a q u e l l o s  Ltomos que t i e n e n  a ( z n ) "  -1. 
Hemos mostrado un ejemplo extremo, Aa=6., aunque no s e  t r a -  
t e  de un caso de mucha r e a l i d a d  f s s i c a ,  porque en 61 s e  puede 
a p r e c i a r  b ien l a  d i s t r i b u c i d n  de l a  carga  y en tender  b i en  l a  
i d e a  de l a s  cargas  f r a c c i o n a r i a s .  Naturalmente e s t o s  e f e c t o s  
aparecen tambign para  v a l o r e s  m a s  pequeAos de Aa, s i endo  en e s t e  
caso  no t a n  pronunciados. 

TABLA V I .  1 : Resultados ob ten idos  a1  d i a g o n a l i z a r  una ma- 
t r i z  de 30*30 pa ra  e l  caso Ra = 2/(.$13 - '3) 
qa=0.3, Aa=6. La primera columna c o n t i n e  
10s au tova lo re s  mbs ba jos  y l a  segunda columna 
con t i ene  10s s i t i o s  en 10s c u a l e s  e s tdn  loca-  
l i z a d a s  l a s  funciones  de onda correspondien-  
t e s .  
Con r e spec to  a  l a  l o c a l i z a c i d n  de l a s  func iones  de onda, 
observamos que 10s au tova lo re s  ba jo s ,  poseen au tofunc iones  com- 
ple tamente  l o c a l i z a d a s  en 10s s i t i o s  de defec to .  Ver t a b l a  VI.1. 
De hecho, e l  au tova lo r  mbs ba jo  posee una au tofunc idn  l o c a l i z a d a  
en e l  s i t i o  niimero 1 0  de l a  cadena, s iendo  e l  v a l o r  de a ( z l O )  
e l  mds cercano a  -1. A medida que aumenta e l  v a l o r  de l a s  autoe-  
n e r g i a s ,  10s s i t i o s  en 10s cua l e s  l a s  au tofunc iones  e s t b n  loca-  
l i z a d a s  t i e n e n  va lo re s  c r e c i e n t e s  de a ( z n ) .  Obtenemos, enton- 
c e s ,  por e s t e  m6todo tambi6n, que 10s es t ados  mbs l o c a l i z a d o s  
son aque l lo s  de menor energZa y tambien obtenemos que e s t b n  lo-  
c a l i z a d o s  en l a s  d i s l o c a c i o n e s  o  s i t i o s  de de fec to .  Su y 
S c h r i e f f e r  observan tambi6n que l a  carga  s e  acumula en l a s  re-  
g iones  en donde s e  encuentran l a s  paredes  de dominio. 
CAPITULO VXI 
Sistemas inconmensurados bidimensionales: Su densidad de 
estados 
VII. 1 1nt roduccidn 
Los sistemas reales nunca son completamente unidimensiona- 
lea, debido a que siempre existe una interaccidn entre las cade- 
nas de btomos de un sistema. En este CapStulo estudiaremos la 
influencia que tiene la segunda dimensibn en las propiedades de 
10s sistemas inconmensurados. Calcularemos densidades de estado 
para distintos modelos bidimensionales y adernds 10s efectos de 
la inconmensuracidn en dos redes bien conocidas: la red cuadra- 
da y la red del grafito. 
VII.2 Modelos bidimensionales: Modelos en fase y en anti- . - --  
f ase 
-
Como en 10s capitulos anteriores usamos un Hamiltoniano de 
uniones fuertes, que para un sistema bidimensional .adopts la 
siguiente forma: 
8, es la integral de interacci6n entre primeros vecinos en la 
direccidn "yl@, B 2  es la integral de interaccidn entre primeros 
vecinos en la direccidn *xu, a(zntm) es la autoenergsa de si- 
tio ~ o r r e s ~ o n d i e n t e  a1 btomo que ocupa la posicidn (n,m) en el 
espacio bidimensional. "nn denota la posicidn n-6sima sobre el 
eje "xu y m la posicidn m-Bsirna sobre el eje ;JIw. Lo8 coefi- 
c i e n t e s  Yn,m son  10s c o e f i c i e n t e s  de  e x p a n s i d n  d e  l a  f u n c i d n  
d e  onda de u n i o n e s  f u e r t e s .  
FIGURA V I I .  1 : Red b i d i m e n s i o n a l  
La mayor p a r t e  de  10s a i s t e m a s  que  e s t u d i a m o s  p r e s e n t a n  l a  
c a r a c t e r s s t i c a  de  e s t a r  s o m e t i d o s  a  un p o t e n c i a l  e x t e r n o  per id^ 
d i c o ,  que  segGn l a  d i r e c c i d n  "x",  e s  i nconmensu rado  con e l  po- 
t e n c i a l  de  l a  r e d ,  t e n i e n d o  segfin "y" l a  s i g u i e n t e  p e r i o d i c i d a d :  
E s t e  s i s t e m a  c o n s i e t e  e n  c a d e n a s  de  btomos g u e  e s t s n  e n  f a -  
s e  unas  con r e s p e c t o  a  l a 8  o t r a s ,  s i e n d o  e n  es te  caso :  
En (7 .2)  xn= na p a r a  t o d o  e n t e r o  m. 
La c e l d a  un idad  de  e s t e  modelo es una cadena  u n i d i m e n a i o n a l  
i n f i n i t a  y s e  r e p i t e  i d g n t i c a m e n t e  segGn y. 
En c o n t r a s t e  con e l  modelo i) e s t u d i a m o s  e l  o t r o  c a s o  ex- 
t r e m o  p a r a  p a r e s  de  cadenas ,  donde l a s  a u t o n e r g i a s  de  s i t i o  de  
una f i l a  e s t d n  en a n t i f a s e  con r e s p e c t o  a  l a s  a u t o e n e r g x a s  de  
s i t i o  de l a  cadena a n t e r i o r .  La c e l d a  u n i d a d  en  e s t e  c a s o  con- 
s i a t e  e n ' d o s  cadenas  u n i d i m e n s i o n a l e s  i n f i n i t a s ,  s i e n d o :  
a ( z n 8 , ) =  a 0  + Aacos(Qxn+h) m p a r  
o ~ ( ~ n , r n  ) =  a O  - Aacos(Qxn+h) m impar  
nuevamente xna n.a p a r a  t o d o  m. 
T a n t o  en  e l  modelo i)  como ii) hemos tomado ao=h=O. 
iii) Modelo inconrensurado megbin do8 direcciones 
En e s t e  modelo hemos i n t r o d u c i d o  inconmensurac idn  segGn l a s  
d o s  d i r e c c i o n e s  d e l  s i s t e m a ,  e l i g i e n d o  p a r a  l a s  au toene r ,gLas  de  
s i t i o  l a  s i g u i e n t e  forma f u n c i o n a l :  
Nuevamente, s i n  p d r d i d a  de  g e n e r a l i d a d  tomaremoa ab=h=O. 
En t o d o s  e s t o s  model08 Q t  Q 1  Y Q2 s o n  i g u a l e s  a  2 ~  v e c e s  un 
nGmero irrational. 
P a r a  e l  modelo iii) podr iamos  h a b e r  p l a n t e a d o  l a  s i g u i e n t e  
forma p a r a  l a s  a u t o e n e r g i a s  de  s i t i o  en  l u g a r  de ( 7 . 4 ) :  
Hemos d e c i d i d o  queda rnos  con ( 7 . 4 ) ,  pues  e s t e  modelo t i e n d e  a 1  
modelo i) o  a 1  ii) depend iendo  de que  Q / ( 2 n )  a e a  un r a c i o n a l  
p e r t e n e c i e n t e  a  10s e n t e r o s  o  i g u a l  a  I/2 con  I e n t e r o  impar ,  
r e s p e c t i v a m e n t e .  ( 7 . 5 )  no t i e n d e  a  n inguno  de  e s t o s  d o s  modelos  
c u a l q u i e r a  s e a  Q2. 
Hemos a p l i c a d o  e n  10s c a s o s  b i d i m e n s i o n a l e s  t a n  8610 modu- 
l a c i o n e s  de t i p 0  c o s e n o i d a l .  Seguramente  l a s  m o d u l a c i o n e s  z i g -  
z a g  y  d i e n t e  de  s i e r r a ,  t amb ign ,  d a r l a n  r e s u l t a d o s  i n t e r e s a n t e s ,  
p e r 0  ya con e l  coseno  podremos s a c a r  c o n c l u s i o n e s  s o b r e  e l  e f e c -  
t o  de l a  segunda  d imens i6n .  
Dado que  t a n t o  e l  modelo i) como e l  ii) s o n  p e r i d d i c o s  se- 
gGn n ~ " ,  s e  puede a p l i c a r  e l  t eo rema  de Bloch  segGn e s t a  d i r e c -  
c i b n .  
La f u n c i d n  de onda de Bloch t e n d r a  l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i d n :  
Q I ak-9 e i ( k  - g1.r  ( 7 . 6 )  
La s u m a t o r i a  en  g, e s  s o b r e  10s v e c t o r e s  de  l a  r e d  r e c z p r o c a .  
D e n t r o  de l a  a p r o x i m a c i d n  de u n i o n e s  f u e r t e s  tenemos:  
i 
Ok e s  l a  f u n c i d n  de onda de  Bloch  s o b r e  e l  o r b i t a l  d e l  s i t i o  
-. 
i , M  e s  e l  nGmero de  c e l d a s  u n i d a d  d e 1  a i s t e m a ,  +i ( r  - ~ j ~ )  
e a  e l  o r b i t a l  a t d m i c o  c o r r e s p o n d i e n t e  a 1  Stomo i e n  l a  c e l d a  
u n i d a d  j. La s u m a t o r i a  e n  j es s o b r e  t o d a s  l a s  c e l d a s  u n i d a d .  
FIGURA VII .2:  C e l d a  u n i d a d  d e l  modelo e n  f a s e .  Modelo ( i )  
La c e l d a  un idad  d e l  modelo ( i)  e s  l a  qua  a p a r e c e  en  l a  f i -  
g u r a  VII.2. Los e l e m e n t o s  de  m a t r i z  d e l  H a m i l t o n i a n o ,  p a r a  cada  
v a l o r  de k ,  s e r d n  e n t o n c e s ,  t e n i e n d o  en  c u e n t a  (7 .6 )  y ( 7 . 7 ) :  
a1 a3 a5 a 2 ~ - 1  
, a-a 
- 
FIGURA VII.3: Celda  u n i d a d  d e l  modelo e n  a n t i f a s e .  Modelo 
( i i )  
P a r a  e l  modelo (ii) l a  c e l d a  u n i d a d  e s  l a  q u e  a p a r e c e  en  l a  
f i g u r a  VII.3.  Los e lement08  de  l a  m a t r i z  d e l  H a m i l t o n i a n o  p a r a  
cada  v a l o r  de k s e r 6 n :  
H ( i , i ) ~  0 0  + 1  b a c o s [ ~ ( ( i + R ) / 2 ) )  
R = O  s i  i es p a r  
~ = 1  s i i e s  impar  
s i  i es p a r  
s i  i es impar  
p a r a  t o d o  i 
-n /2a<k<n/2a  
E l  ancho  de banda de L i f s h i t z  de  10s modelos  b i d i m e n s i o n a -  
l e s  ( i)  e ( i i ) ,  s e r 6  i g u a l  a  4B1+4B2+2VO= W *  P a r a  un dado 
v a l o r  de k  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  d e l  modelo (i) es l a  d e l  i n -  
conmensurado u n i d i m e n s i o n a l ,  p a r a  e l  mismo v a l o r  de  l a  inconmen- 
s u r a c i 6 n  Q, c e n t r a d a  en  2 B l c o s ( k a ) .  
Supongamos que un dado gap en  l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  u n i d i -  
m e n s i o n a l  t i e n e  un ancho  G. Dado que l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  d e l  
s i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  se o b t i e n e  s u p e r p o n i e n d o  l a s  d e n s i d a d e s  de  
e s t a d o  u n i d i m e n s i o n a l e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  v a l o r e s  de  k que  van 
d e s d e  - r / a  h a s t a  r / a ,  de  t a l  manera que  10s c e n t r o s  de  l a 8  suce -  
s i v a s  d e n s i d a d e s  de  e s t a d o  b a r r e n  e l  e j e  de  l a s  e n e r g $ a s  de  
-2B1 a  +201, e l  gap de  ancho  G mencionado e e g u i r h  e x i s t i e n d o  
8610 s i  
E s t o  e s  c o h e r e n t e  con e l  hecho  de  que  p e r s i s t i r 6 n  t a n t o s  
mds g a p s ,  c u a n t o  mhs pequego s e a  e l  v a l o r  de $1 con  r e s p e c t o  a  
02,  o s e a  que p a r a  B 1 +  0  se r e c u p e r a r d  e l  p roblema unidimen-  
s i o n a l  con modulaci6n coaeno. Cuan to  mayor .es l a  i n t e r a c c i d n  
e n t r e  c a d e n a s  m5s se b o r r a n  10s gaps  d e l  p roblema u n i d i m e n s i o n a l .  
VII.3 ~ d t o d o  de  c d l c u l o  de  l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  
. * 
P a r a  c a l c u l a r  l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  de  10s modelos  b i d i -  
m e n s i o n a l e s  ( i)  y  (i i)  hemos t e n i d o  en  c u e n t a  q u e  l a  m a t r i z  d e l  
Hamil toniano de e s t o s  s i s t emas ,  en e l  e s p a c i o  k ,  e s  a  l o  sumo 
pen t ad i agona l ,  l o  que s i g n i f i c a  que s e , p u e d e  o b t e n e r  l a  dens idad  
de e s t a d o s  de 10s mismos ap l i c ando  pa r a  cada v a l o r  de k  e l  mgto- 
do de Dean, ya usado en 10s c a p l t u l o s  que preceden.  Finalmente  
p a r a  ob t ene r  n (E)  s e  i n t e g r a  sob re  e l  e s p a c i o  k. 
Pa ra  c a l c u l a r  l a  dens idad de e s t a d o s  d e l  modelo (iii), de- 
b ido  a  l a  f a l t a  de p e r i o d i c i d a d  en ambas d i r e c c i o n e s ,  hemos 
c a l c u l a d o  n (E )  d i agona l i z ando  d i r ec t amen te  l a  m a t r i z  d e l  
Hamiltoniano en e l  e s p a c i o  d i r e c t o .  L6gicamente e l  nGmero de 
dtomos e s  muy d i s t i n t o  y  l a  informaci6n tambi6n. 
Volviendo a  10s modelos ( i )  e  ( i i) ,  tenemos p a r a  l a  dens i -  
dad de e s t a d o s :  
En e s t a  exp re s idn  I R  e s  e l  n6mero de v a l o r e s  de k  usados , N e s  
e l  n6mero de dtomos que hemos hecho e n t r a r  en l a  c e l d a  unidad y  
g ( k )  e s  e l  peso de cada k. 
Con e l  o b j e t o  de e v a l u a r  l a  c a n t i d a d  de v a l o r e a  sob re  e l  
e j e  k  a  u s a r  en e l  c d l c u l o  de n ( E ) ,  hemos c a l c u l a d o  como paso 
p r e l i m i n a r ,  l a  dens idad de e s t a d o s  de l a  r ed  cuadrada.  La r e d  
cuadrada s e  o b t i e n e  haciendo fi1=B2=1 y ao=Aa=O. en (7 .8)  6 
en  (7 .9 ) .  En e l  pr imer  caso  l a  c e l d a  unidad c o n s t a  de una ris- 
t r a  y en e l  segundo de doe r i s t r a s  de Stomos. 
Para  c a l c u l a r  l a  dens idad de e s t a d o s  de l a  r ed  cuadrada  
usando l a  c e lda  unidad de dos r i a t r a s ,  hemos t r i d i a g o n a l i z a d o  
cada m a t r i z  pen t ad i agona l  H(k ) ,  s i e n d o  e l  paso  s u b s i g u e n t e  
l a  ob tenc idn  de n (E )  por medio d e l  m6todo de ~ e a n ( ~ 8 )  y  l a  
a p l i c a c i d n  de (7.11 1 .  Los v a l o r e s  de k s e  e s cog i e ron  e q u i d i s -  
t a n t e s  e n t r e  sl, ba r r i endo  e l  e j e  k  en e l  i n t e r v a l 0  [ - n / 2 , 0 ] ,  
s i e n d o  a=1 y  g ( k ) = 2  pa r a  todo k  menos p a r a  k=O y g (0 )=1 .  
Tomando N=lOO y 20 v a l o r e s  de k en e l  i n t e r v a l o  mencionado 
s e  ob t i enen  para  e l  h is tograma 10s v a l o r e s  que aparecen  en l a  
t a b l a  VII.1. Los r e s u l t a d o s  s e  normalizan a  1  a 1  d i v i d i r  por  N 
cada uno de 10s v a l o r e s  que ahZ aparecen.  
TABLA VII.1: Valores  de1 his tograma de n (E )  pa r a  l a  r ed  
cuadrada.  AE= 0.259. Celda unidad de dos 
E s t o s  
r i s t r a s .  EL his tograma comienza en E=O. 
r e s u l t a d o s  corresponden haber  tomado una cadena 
a b i e r t a .  Tomando 40 v a l o r e s  de k 10s r e s u l t a d o s  no v a r i a n  de 
manera n o t o r i a  y son ademas s i m i l a r e s  a  10s ob t en idos  tomando . 
100 v a l o r e s  pa r a  k en e l  i n t e r v a l o  [ - r , ~ ]  y c e l d a  unidad de una 1 
r i s t r a .  
Los v a l o r e s  ob t en idos  pa ra  l a  n (E)  de l a  r e d  cuadrada  usan- 
do ce lda  unidad de una r i s t r a  y 20 y 100 v a l o r e s  p a r a  k ,  respec-  
t ivamente ,  aparecen en l a  t a b l a  V I I . 2 .  
TABLA V I I .  2: Histogramas de n (E)  p a r a  l a  r ed  cuadrada ,  
tomando ce lda  unidad de una r i s t r a ,  p a r a  20 
y 100 v a l o r e s  de k e n t r e  - n  y O m ,  r e s p e c t i -  
vamente. Los h is togramaa comienzan en 
E=O. AE= 0.259 
VII.4 C6lculos  y  r e s u l t a d o s  pa ra  10s d i s t i n t o s  modelos 
Hemos ca lcu lado  n(E)  usando, para  cada v a l o r  de k ,  cadenas 
a b i e r t a s  de 1 0 0  dtomos ( 2  r i s t r a s  de 50 6tomos cada una en e l  
caso  d e l  modelo (i i)  y cadenas de 100 stomos cada una pa ra  e l  
modelo ( i ) ) .  Hemos b a r r i d o  e l  e spac io  k tomando en cada caso  30 
v a l o r e s  para  ky en e l  i n t e r v a l 0  [ - r /2 ,0 ]  y  [ - n , ~ ]  r e s p e c t i v a -  
mente, basdndonos en l a  p r e c i s i d n  ob ten ida  pa ra  l a  r ed  cuadrada. 
Con e l  o b j e t o  de chequear l o  d icho en V I I . 2  hemos ca l cu l ado  
n(E)  pa ra  ambos modelos tomando Q / 2 w  (413-3)/2,  81' Y 85 Y 
g2=Aa=1. ( ao=O. ) . Ver f i g u r a  V I I . 4 .  Mostramos 10s r e s u l t a -  
dos ob ten idos  para  e s t o s  v a l o r e s  de 10s par6metros pues e l  e f ec -  
t o  m6s i n t e r e s a n t e  de l a  segunda dimensidn e s  que ya para  una 
i n t e r a c c i d n  muy pequeHa e n t r e  cadenas n (E)  pa ra  e l  modelo en f a -  
s e  p i e r d e  e l  c a r a c t e r  unidimensional  y  desaparece  l a  e s t r u c t u r a  
de gaps. Para  B1=.l l a  forma de l a  densidad de e s t a d o s  e s t s ,  
ya,  considerablemente  cambiada s i  uno l a  compara con l a  co r r e s -  
pondiente  a 1  problema u n i d i i e n s i o n a l  ( f i g  11.3) y  l a  e s t r u c t u r a  
de minigaps ya ha desaparecido.  En l a  misma f i g u r a  s e  puede ob- 
s e r v a r  que e l  modelo en a n t i f a s e  p r e s e n t a  dos gaps pa ra  un in -  
t e r v a l ~  grande de va lo re s  de B l ,  aunque Ya Para  -1 l a  
forma de l a s  bandas l a t e r a l e s  s e  ha modif icado t o t a l m e n t e ,  desa-  
pareciendo e l  c a r a c t e r  unidimensional  d e l  s i s t ema  dado por l a  
s i n g u l a r i d a d  de van Hove en e l  borde de l a  banda. La banda cen- 
t r a l  p rese rva  e l  c a r a c t e r  unidimensional ,  ind icando  que e x i s t e  
una anisot ropZa en e l  s i s tema,  dada por l a  un id imens iona l idad  de 
l a  inconmensuracidn; con t ras tando  con 68 t0 ,  l a  forma de l a s  ban- 
das l a t e r a l e s  d e l a t a  l a  b idimensional idad d e l  s i s tema.  
Para  comparar 10s r e s u l t a d o s  ob ten idos  pa ra  e l  modelo (i)  
con l o  dicho a1  f i n a l i z a r  VII.2, notemos que l a  densidad de es-  
t a d o s  d e l  inconmensurado unidimensional  ( f i g  11-31 con 
Aa=B2=1., t i e n e  un gap de ancho i g u a l  a  .914B2. Entonces,  
seg6n (7 .10) ,  para  B1=. 1,  o  sea  $ 1 < ~ / 4 ,  n (E)  debe p r e s e n t a r  
FIGURA VII.4: n(E) para:(A) cadena unidimensional con modulaci6n tipo coseno 
(B) modelo bidimensional en faae, (C) modelo bidimensional en 
antifase. Aa=B2=1. y ~ / 2 n = ( & 3  - 3)12. 
dos  gaps  y  e f e c t i v a m e n t e  10s t i e n e  y  p a r a  b1>w/4 no debe  e x i s -  
t i r  ningGn gap, s i e n d o  ' e s to  l o  que e f e c t i v a m e n t e  o c u r r e  p a r a  
Bla-5 
Hemos c a l c u l a d o  n ( E )  p a r a  e l  modelo ( i i ) ,  p a r a  dos  v a l o r e s  
de  Q/2 n  , (413  - 3 ) / 2  y  42 -1 y  v a r i o s  v a l o r e s  de  l a s  r e l a c i o -  
n e s  y  Aa/B2 e n  cada  c a s o ,  s e  pueden r e s u m i r  10s re -  
s u l t a d o s  o b t e n i d o s  de  l a  manera que s i g u e :  
A Aa c o n s t a n t e ,  a  medida qua aumenta B 2  v e r s u s  B 1  se  va 
r e c u p e r a n d o  e l  problema inconmensurado  u n i d i m e n s i o n a l .  Si B 1  
e s  muy g rande  con r e s p e c t o  a  B 2  Y Aa e s  comparab le  a  B 1  Se 
o b t i e n e  una d e n s i d a d  de e s t a d o s  qua t i e n d e  a  l a  d e l  s i s t e m a  u n i -  
d i m e n s i o n a l  conmensurado con un btomo p o r  c e l d a  un idad .  P a r a  
B1 comparab le  con B 2  y  Aa pequeiio con r e s p e c t o  a  B I  y  B 2  ' . 
s e  o b t i e n e  l a  r e d  cuad rada  y  a  medida que  aumenta  e l  v a l o r  de  b a  
se van a b r i e n d o  10s gaps  o r i g i n a d o s  en  l a  i nconmensurac ibn .  
Vo lv i endo  a  10s c a s o s  en  10s c u a l e s  B 2  p e r 0  B2*0-, % 
dado que l a  d i s t r i b u c i b n  d e l  coseno  d i v e r g e  en  f l  y es muy c h i c a  
e n  c e r o ,  l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  es i n s i g n i f i c a n t e  en  E m  0. y al- 
r e d e d o r e s  y  t i e n e  s u  mayor p e s o  en  fAa. Ver f i g u r a  VII.5. 
FIGURA VII.5: Densidad  de e s t a d o s  p a r a  e l  modelo en  a n t i -  
f a s e .  Aa=1., 81=1., 82'. 1  ~ / 2 n = ( d 1 3 - 3 ) / 2 .  
Para calcular la densidad de estados del modelo (iii), in- 
conmensuracidn segGn doe direcciones, hemos diagonalizado direc- 
tamente la matriz del Hamiltoniano aproximando las respectivas 
inconmensuraciones Q1 y Q2 par Q l / 2 ~ = n f / N  Y Q2/2nP 
n2/M. Tomando sistemas de N*M Stomos, 10s element08 de la ma- 
triz H son: 
H(i,i)=Aacos(2+(nl/N)ail + 2r(n2/~)ai2) 
il-1- [~/N]*N si i/N no es entero, sino il=N 
i2=[i/~]+1 si i/N no es entero, sino i2-[i/~] 
Dado que 10s tiempos de c6lculo son muy altos hemos aproxi- 
mado haciendo Q1/2r=3/10 6 5/12 y lo mismo para Q2/2n. He- 
mos tomado contornos abiertos y 8610 20 subdivisiones en la es- 
cala de las energias debido a1 escaso nGmero de estados que tie- 
ne nuestro sistema. 
Para controlar si se pueden estimar 10s resultados con tan 
pocos btomos y con Q aproximado por un racional de denominador 
pequeiio comparamos las densidades de estado de 10s siguientes 
sistemas: 
' * I  ristras 
F I G U R A  VII.6:  
. . . -  f 
Bloch - 
• a f 
( 1 )  Red formada po r  12 r i s t r a s  de  btomos en 
a n t i f a s e ,  modulada segiin x  con Q/2r=3/10. 
f :  f a s e ,  a f :  a n t i f a s e .  
( 2 )  S i s t e m a  en  a n t i f a s e ,  modulado segCn x 
con  Q/21r= 3/10. Segiin y  e l  s i s t e m a  e s  p e r i d -  
d i c o .  
que  a p a r e c e n  en  l a  f  i g u r a  VII.7.  Se o b s e r v a  que l a  n ( E )  o b t e n i d a  
p a r a  ( 1  ( q u e  e s  una ap rox imac idn  de  ( 2 )  ) e s  muy buena comparada 
con l a  que s e  o b t i e n e  p o r  Bloch ,  de  l o  c u a l  s e  d e s p r e n d e  que l a s  
o b t e n i d a s  en  l a  f  i g u r a  VII .8  p a r a  Q1/21r=Q2/2n=3/l 0, 
~ ~ / 2  r=3/1O y Q2/2n=5/12 y Q1/2n=Q2/2n=5/12 e s t a r d n  bas-  
t a n t e  b i e n  l o g r a d a s .  Se o b s e r v a  que l a  i n t r o d u c c i d n  de  l a  segun-  
d a  d imens idn  inconmensurada p rovoca  l a  d e s a p a r i c i d n  d e l  npozo" 
que  t i e n e  en  E=O. e l  s i s t e m a  de  l a  f i g .  VII .7  . 
Comparando, a h o r a ,  10s s i s t e m a s  que  a p a r e c e n  e n  l a  
f  i g u r a  VII .9 ,  s e  o b s e r v a  que e l  ancho  de banda ,  d e n t r o  de l a  
ap rox imac i6n  usada  e s  e l  mismo p a r a  ( 1 )  y ( 2 ) ,  v e r  f i g u r a s  
V I I . 7 ( 1 )  y V I I . 8 ( 1 ) .  P a r a  10s p a r d m e t r o s  u s a d o s ,  A a = 3 . ,  
$1=B2=1., ( 1 ) p r e s e n t a  dos  gaps  s i m g t r i c o s ,  ( 2 )  no p r e s e n -  
t a  gaps ,  aunque sL. s e  n o t a n  mlnimos en  aproximadamente  e l  
mismo l u g a r  que 10s de  ( 1 ) .  ~ d e m b s  ( 1 )  p r e s e n t a  una dep re -  
12 
r ist ras Bloc h 
FIGURA VII.7:n(E) para las  redes que aparecen en l a  figura VII.6 
Aa=3,, B1= B2= 1. 
FIGURA VII .8 : n(E) para sis temas bidimensionales inconmensurados 
segiin dos direcciones. Aa=3.,B '8 -1 1 2  
s i b n  pronunciada en E x 0  y  a l r ededore s ,  s i t u a c i b n  que no s e  r e p i -  
t e  en ( 2 ) .  S i  calcul isemos con m i s  p r e c i s i 6 n ,  verzamos que e sa  
depres ibn ,  que aparece  en ( 1 )  e s  un gap qua s e  va haciendo cada 
vez mds pequeso a 1  aumentar e l  nGmero de r i s t r a s  d e l  s i s tema.  
De l a  forma de n(E)  s e  desprende que ( 1 )  p r e s e n t a  mhs c a r a c t e -  








F I G U R A  v11.9: ( 1 )  Sistema en a n t i f a s e  ( f : f a s e ,  a f a a n t i -  
f a a e ) ,  formado por 12 r i s t r a s  segbn";' y  10 
I1 t l  
segGn x. La modulaci6n s e g ~ n " i l  v iene  dada 
por  Q/2n:3/10. 
a i = ( - l ) i + l  Aacos(Qai) 
( 2 )  Sistema inconmensurado segGn dos d i r e c -  
c iones .  Q1/2r=3/108 Q2/2n15/12. 
a i=Aacos(Qla i+Q2aj  
En ambos casos  61182"1 
. 
En cuanto a1  nGmero de e s t ados  que hay en l a s  bandas de l a  
densidad de e s t ados ,  t a n t o  en e l  modelo f a s e  como en e l  a n t i f a s ;  
s e  cumple l a  r eg l a  expuesta  en e l  Capztulo 11. Nos estamos re-  
f i r i e n d o  a  l a s  bandas y no a  l a s  minibandas, dado que l a s  G l t i -  
mas desaparecen en p a r t e  o  t o t a lmen te  dependiendo d e l  v a l o r  de 
10s par imet ros  de i n t e r a c c i b n  en  10s modelos b id imens iona les  con 
inconmensuracidn segGn una d i r ecc ibn .  
El nGmero de estados en las bandas de 10s sistemas con in- 
conmensuracibn segGn dos direcciones es consistente con lo ha- 
llado en los problemas anteriores, si QlnQ2- Cuando Q1 
+Q2, el nGmero de estados que corresponder4a a la banda cen- 
tral estd mds cercano a lo que poseeria el inconmensurado unidi- 
mensional cuya primera aproximacidn viene dada por Q/2n=3/10 que 
a la correspondiente a Q/2r=5/12. Parece como si Q/21r=3/10 im- 
primiese con mhs fuerza sus caracteristicas asociadas a1 sistema 
bidimensional que Q/2 n= 5/12. Una de las caractersaticas rele- 
vantes de 10s sistemas inconmensurados seria, entonces el nGmero 
de estados de la banda central con respecto a1 nGmero de estados 
de las bandas laterales, independientemente de la dimensionali- 
dad del sistema. 
VII.5 Densidad de estados de una cinta 
Hemos calculado la densidad de estados de un sistema cuasl- 
unidimensional parecido a1 modelo en anti fase bidimensional, o 
sea, del sistema: 
para ver 10s efectos de la segunda dimensibn. Los ai tienen la 
misma forma que en (7.9) y Q/2n=33/109 y 29/70. Ver figura 
VII.10. Para el c6lculo hemos diagonalizado cadenas de 218 y 
140 dtomos respectivamente, y por lo tanto 0610 podemos garanti- 
zar la existencia de 10s gaps mbs grandes. 
. FIGURA V I I .  10: 'n(E) para una cinta formada por dos r istras  en 
antifase para dos valores distintos de Q/2r 
Se observa comparando n(E)cinta8ha=@1=B2=1* Y 
Q/2n=33/109, n(E)anti-fase8 Aa=B1=B2=1 y Q/2n= 
(413 - 3)/2, fig VII.4, que 10s gaps que aparecen en n(EIcinta 
han desaparecido en el problema bidimensional. Las bandas del 
sistema cinta tienen caracter muy unidimensional, lo cual indica 
que el problema se asemeja mucho a1 unidimensional inconmensura- 
do. Lo propio sucede con Q/2n=29/70. En cuanto a1 nGmero de 
estados en cada banda, se repite la misma regla del problema 
unidimensional. 
VII.6 Densidad de estados de dos ejemplos tridimensionales 
Hemos calculado n(E) para un sistema que es inconmensurado 
segGn la direccidn " z W  y peri6dico segGn las otras dos. Elegimos 
como modelo una extensidn del modelo en antif ase bidimensional, 
de tal manera que cadenas primeras vecinas estdn en antifase con 
respecto a las otras. La celda unidad aparece en la figura 
VII.11. 
FIGURA VII.ll: Celda unidad del modelo en antifase tridi- 
mensional 
FIGURA VII .12 : n(E) para doe e j  emplos tridimensionales, inconrnensura- 
dos segGn una s61a direccisn. La celda unidad corres- 
pondiente es l a  que aparece en l a  figura VII.ll. 




Para 10s ai hemos elegido nuevamente la modulacidn cose- 
Para ahorrar tiempo de CPU hemos corrido el programa sola- 
te para 10s siguientes valores de 10s parbmetros: 
n=10/33, $1~$2=l., Aa4. y B1=.5, B2=1 . ,Aa=2. 
En la figura VII.12 aparecen 10s histogramas de n(E). . El 
primer ejemplo no presenta gaps (se han borrado 10s del problema 
bidimensional) , por otro lado el histograma presenta mucha es- 
tructura. En el segundo ejemplo aparecen dos gaps. Ndtese que 
la banda central presenta un car6cter mucho m8s unidimensional 
que las laterales, aunque menos que el caracter unidimensional 
presentado por el problema equivalente en dos dirensiones. 
Nuevamente es la banda central la que delata la anisotropsa de 
la inconmensuracidn. 
La distribucibn de estados en las bandas sigue nuevamente 
la misma regla que el problema unidimensional. 
VII.7 Comparacidn de la densidad de estados del grafito y 
de la red cuadrada, inconmensurados en una direccidn 
Con el objeto de estudiar la dependencia de las propiedades 
de la densidad de estados de 10s sistemas inconmensurados con la 
geometria del sistema, hemos comparado las densidades de estado 
de la red cuadrada con inconmensuracidn segCn una direccidn (en 
el caso particular Bl=B2 del modelo en fase) con la de la 
red de grafito, tambien con inconmensuracidn segGn una direc- 
ci6n. 
Para la red de grafito hemos elegido la siguiente celda 
unidad: 
Bloch I Y \ / \ / \  
Lo6 elementoe de matriz en e l  espacio k son 10s eiguientes :  
a ( i , i + l ) =  B + Be' i 2 k  i=1,4,7,10,... 
H ( i , i + l ) ~  B i=2,5,8,11, 0 .  
a ( i , i + l ) =  B + ~e~~~ i-3,6,9,12, 
~ ( i , i ) =  a. + Aacos(2nQb(i) + h) 
(7.13) 
En (7.13) b(l)=O.,  b ( 2 ) =  b ( 1 )  + (cos30/cos60)a, b ( 3 ) = b ( 2 )  + a  y 
en general  b ( 2 i ) = b ( 2 i - 1 )  + (coe30/cos60)a, b ( 2 i + l ) = b ( 2 1 )  + a. 
La densidad de estados de l  g r a f i t o  s e  puede c a l c u l a r  como 
superposicibn de densidadea de estado unidimensionales, cuyos 
elementos de matrie son 10s que hemoe presentado. Los cdlculos  
han eido hechoa, en todos 10s caeoe, tomando 30 valores  de k y 
100 dtomos por cadena. Hemos considerado ao=h=O Y 
~ / 2 n = (  413 - 3)/2. En l a  f igura  V I I .  13A y  V I I .  13B mostramos 10s 
reeul tados  obtenidos para e s t a s  dos redee para d i s t i n t o s  Galores 
de l a  amplitud de modulacibn Aa. Vemos que en e l  caso d e l  gra- 
f i t o ,  a  medida que incrementamoe e l  va lo r  de Aa, e l  va lo r  de l a  
deneidad de estados t iende  a  disminuir en e l  cen t ro  de l a  banda, '-"" . .  
- 0 -  *. l o  que s i g n i f i c a  que e l  sietema s e  comporta cada vez m a s  como . - .   
*--.+.- 
unidimensional debido a  l a  anisotropsa c r e c i e n t e  de l a  inconmen- : . :  
suracibn. 
En l a  tqbla  V 1 1 . 3  mostramos e l  porcenta je  de eetados .,:.. 
- 3 .  3 ,.  
que es t sn  concentrados en e l  33% c e n t r a l  de l a  banda para dife-1,  -*. 
.,-- 
r en tes  valoree de Aa, t a n t o  para g r a f i t o  como para l a  red cua-- 
drada. De l a  t a b l a  se  deeprende que en e l  caso de l a  red cua- 
drada e l  nGmero de estados en e l  cent ro  de l a  banda no decrece 
t a n  abruptamente como en e l  caso del g r a f i t o ,  per0 e x i s t e  de to- 
do8 modoe una tendencia a  l a  unidimensionalidad. Qua e s t a  ten- 
* 
dencia no sea tan importante como en e l  o t r o  caeo, puede com- 
prenderse teniendo en cuenta que l a  densidad de es tados  de l a  
red de g r a f i t o  ( s i n  inconmeneuracibn) s e  parece m6s a  l a  de l a  
cadena unidimensional que l a  d e ,  l a  red cuadrada, que t i e n e  su 
s ingular idad  en e l  cent ro  de l a  banda. 
FIGURA VII.13A: n(E) para la red cuadrada inconmensurada segGn una 
direcci6n para distintos valores'de Aa. En todos 
10s casos 912.- (413 - 3)/2 y f31-82-1. 
FIGURA VII. 13B: Idem f igura VII. 13A pero para la red de graf ito 
inconmensurada seg6n una.direceibn. 







Hemos comprobado que p a r a  c a l c u l a r  d e n s i d a d e s  d e  e s t a d o  de  
a i s t e m a s  b i d i m e n s i o n a l e s  con inconmensurac idn  t a n  8610 segGn una 
d i r e c c i d n ,  e l  matodo de  Dean s i g u e  s i e n d o  sumamente b t i l ,  y  de  
b a j o  c o s t o  comparado con l a  d i a g o n a l i z a c i d n  d i r e c t a  de  m a t r i c e s .  
P o r c e n t a j e  d e l  ntimero t o t a l  de  e s t a d o s  en  e l  
33% c e n t r a l  de  l a  banda 






En c u a n t o  a  l a s '  c a r a c t e r s s t i c a s  de l a 8  d e n s i d a d e s  de  e s t a d o  
d e  10s modelos  p r e s e n t a d o s ,  vemos que  una pequeffa i n t e r a c c i d n  
e n t r e  cadenas  (B1=.5) d e e t r u y e  l a s  c a r a c t e r s s t i c a s  d e l  i ncon-  
mensurado u n i d i m e n s i o n a l  en  e l  c a s o  d e l  modelo e n  f a s e .  Se des -  
t r u y e n  10s gaps  y  m i n i g a p s  de mayor tamafio, aunque  es muy p roba -  
b l e  que e l  s i s t e m a  p r e s e n t e  m i n i g a p s  muy a n g o s t o s ,  qua  s o n  impo- 
s i b l e s  de d e t e c t a r  con n u e a t r o  c 6 l c u l o .  
E l  modelo en  a n t i f a s e  c o n e e r v a ,  p a r a  v a l o r e s  mds g r a n d e s  de  
10s p a r 6 m e t r o s ,  una e s t r u c t u r a  con gaps ,  a seme jdndose  mds l a  
d e n s i d a d  de e s t a d o s  d e  l a  c i n t a  e n  a n t i f a s e ,  qua  l a  d e n s i d a d  de  
e s t a d o s  d e l  s i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  en  f a s e  a  l a  d e n s i d a d  de  e s t a -  
doe d e l  problema u n i d i m e n s i o n a l .  
D e  t o d o s  10s modelos  p a r a  10s c u a l e s  hemos c a l c u l a d o  d e n s i -  
d a d e s  de e s t a d o ,  concluSmos que  e l  r a s g o  m a 8  r e l e v a n t e  de  10s 
s i s t e m a s  inconmensurados  e s  e l  n6mero de e s t a d o s  q u e  se encuen-  
t r a n  en  l a  banda c e n t r a l ,  o b e d e c i e n d o  e s t e  nGmero l a  misma r e g l a  
en todos 10s casos, la que hemos enunciado a1 tratar 10s modelos 
unidirnensionales. En el caso de do6 inconmensuraciones distin- 
tas no se puede usar el metodo de Dean y se debe recurrir a la 
diagonalizacidn directa, lo cual lleva lbgicamente a la falta 
de precisidn en 10s cblculos y no nos permite ser concluyentes 
en cuanto a la regla que obedece la distribucidn de estados. 
Hemos observado que la densidad de estados en la parte 
central de la banda presenta caracterfsticas m6s unidimensiona- 
les que en 10s extremos de la misma en todos lo8 casos en 10s 
cuales se tiene inconmensuracidn segGn una direccidn, delatando 
de esta forma el centro de la banda el caracter anisotrdpico del 
sistema. Esto se traducirb, como veremos en el capftulo si- 
guiente, en un comportamiento muy particular de la localizacidn 
* 
en 10s modelos en antifase. 
La geometrsa subyacente a la inconmensuracidn tiene au' im- 
portancia, pues tal como hemos expuesto en VII.7, la denaidad de 
estados del grafito inconmenaurado ae parece mbs a la de la ca- 
dena unidimensional que la de la red cuadrada. Es de esperar, 
entonces, que estos do8 sistemas presenten caracterSeticas dis- 
tintas en propiedades ffsicas tales como la localizaci6n. 
C A I 1  TULO ,1111 I 
Localieacidn en 10s sistemas inconmensurados bidimensio- 
nales 
Estudiar la8 propiedades de localieacidn de sistemas que 
tienen m6s de una dimensidn no es sencillo. Por un lado son muy 
pocos 10s sistemas que se pueden resolver analfticamente; inclu- 
sive en una dimensidn hay poco8 ejemplos que permiten una resolu- 
cidn analitica (32,33) y por otra parte las soluciones numericas 
tienen sus limitea impuestos por el tiempo de computacidn involu- 
crado en 10s c6lculos y la precisidn de 10s mismos. ~ d e m s s ,  nos 
interesa extrapolar 10s resultados obtenidos para muestras de 
tamaso finito a sistemas de tamaHo infinite. 
En 10s Gltimos tiempos varioa autores se han dedicado a 
calcular longitudes de localizacidn para sistemas desordenados 
esencialmente infinitos segGn una dimensidn ,y de seccidn finita-- 
perpendicular a esa direccidn ( 5806*a , estudiando lo8 resulta-' 
doe como funcidn de la seccidn de corte y usando e n  algunos ca- 
sos ideas de scaling para derivar propiedades crzticas en dos y 
tres dimensiones. 
En nuestro caso, resulta intereeante eatudiar la influencia 
de la segunda dimensidn sobre la6 propiedades de localieacidn de 
10s aistemaa inconmensurados. En este capftulo tomaremos 10s 
modelos bidimensionales introducidoa en el capstulo anterior, 
veremos en qu6 casos son autoduales y ademds calcularemos longi- 
tudes de localizacidn de cintas cuaai-unidimensionales, con el 
propdsito de sacar conclusiones sobre el efecto de la segunda 
dimensidn. 
VIII.2 ~ 6 s ~ u e d a  de la autodualidad en 10s sistemas bidi- 
mensionales 
Para el problema unidimensional, Aubry y Andr6 mostraron 
que el modelo inconmensurado con modulacidn cosenoidal de las 
autoenergxas de sitio es autodual, es decir que a1 transformar 
Fourier, el Hamiltoniano en el eapacio k tiene la misma forma 
que en el espacio real. Esto implica la existencia de una 
transici6n metal-aielador independiente de la posici6n del nivel 
de ~ermi("). 
En esta seccidn determinaremos cu61 o cu6les de 10s siste- 
mas bidirnensionales introducidos en el capitulo anterior es au- 
- -=I 
todual y en las secciones subsiguientes investigaremos num6rica- 
mente las implicaciones de la autodualidad de 10s mismos. ' 1 
VIII.2.1 Modelo en fase inconmensurado segGn una direccidn 
I 
Consideraremos en primer lugar un sistema formado por dos 
' I  
rietrae de Stornos en fase, o sea: 
sea Yi-\yai/ el vector formado por 10s coeficientes de 
la funcidn dewon8a de unioneo fuertes correspondientes a1 i-6simo 
corte de la cinta, el cual aparece recuadrado en la figtira. . 
Las  e c u a c i o n e s  d e l  Hami l ton iano  p a r a  e e t e  s i s t e m a  t i e n e n  l a  si- 
g u i e n t e  forma: 
Las  a u t o e n e r g s a s  de  e s t e  s i s t e m a  p a r a  Aa=O. son:  
y l a s  a u t o f u n c i o n e s  p a r a  cada  c e l d a  u n i d a d ,  o  s e a  en  l a  b a s e  de  
ondas  p l a n a s ,  son:  
( 8 . 3 )  
A 1  i n t r o d u c i r  l a  i nconmeneurac ibn ,  Aa*O, podemos s u p o n e r  
que  e l  s i s t e m a  t i e n e  s o l u c i o n e s  d e l  t i p o  s i g u i e n t e :  
~ r o ~ o n d r e m o s  como s o l u c i b n  g e n e r a l u n a  combinac idn  l i n e a l d e  
I n t r o d u c i e n d o  a h o r a  ( 8 . 5 )  en  ( 8 . 1 )  se o b t i e n e  
ikn im(Qn+h) + ((Aa/~)cos(~n+h)e 1 fme 
m 
Reemplazando, ahora, cos(qn+h) por (e i(Qn+h)+,-i(Qn+h) 1 1 2 ,  
reagrupando t6rminos e igualando coeficientes, se obtiene final- 
menter 
+ (4/Aa)6zfrn cos ( Qm+k) [ A  ( :) .(-:)I + 
reemplazando en (8.7)r 
nos queda finalmenter 
Las ecuaciones (8.9) son de la misma forma que la8 (8.1) 
si hacemos 
Vemos, entonces, qua ai encontramos una solucidn localizada 
+ 2. 
pm, tal que 1 fm I < =  y si (8.5) converge, entonces la mis- 
+ 1 +2 2 , d. 
ma es una solucibn de 8 tal que 1 ( Yn 1 ' 1  Yn I 
tal maneta, que igual que en el caso unidimenaional(17), la 
transformacidn (8.5) intercambia localizacidn por extensibn: 
~ 6 n  o sabemos, de todos modos, cuiles de la8 autofunciones son 
extendidas y cuiles localieadas. Esto lo determinaremos numsri- 
camente. De (8.10) se desprende que de existir una traneicidn 
metal-aislador, 6sta se producird para Aa/B2=2., independiente- 
mente del valor de Q, h y B1. 
Con e l  o b j e t o  de g e n e r a l i z a r  a  n  r i s t r a s  en  f a s e ,  notemos 
p r i m e r o ,  que e l  C l t imo  t e r m i n o  a  l a  d e r e c h a  de  (8 .1 )  no i n t e r -  
v i e n e  en  n inguno de 10s paoos  a l g e b r a i c 0 6  q u e . e f e c t u a m o s  a 1  r e a -  
l i z a r  l a  t r a n s f o r m a c i d n  a 1  e s p a c i o  d u a l ,  m i e n t r a s  que  e l  p r i m e r  
y segundo t6 rmino  a l a  d e r e c h a  de  l a  misma e c u a c i d n  t e r m i n a n  
t r a n s f o r m 6 n d o s e  en  e l  segundo y p r i m e r  t 6 r m i n o  a  l a  d e r e c h a  de 
(8 .9 )  r e s p e c t i v a m e n t e .  E l  hecho  de que  t o d a s  l a s  r i s t r a s  s e  en- 
c u e n t r e n  en  f a s e  t i e n e  como c o n s e c u e n c i a  que  no s e  mezc len  l a s  
f a s e s  de  10s c o e f i c i e n t e s  de  l a  f u n c i 6 n  de onda c o r r e s p o n d i e n t e s  
a  l a  p r i m e r a  y segunda r i s t r a  y que f i . n a l m e n t e  e l  s i s t e m a  r e s u l -  
t e  a u t o d u a l .  Suponiendo,  a h o r a ,  que tenemos un s i s t e m a  con n  
r i s t r a s  en  f a s e ,  e n t o n c e s ,  l a 6  e c u a c i o n e s  d e l  H a m i l t o n i a n o  de  
u n i o n e s  f u e r t e s  s e r d n :  
+ 
Yi e s  un v e c t o r  n -d imens iona l  que c o n t i e n e  10s c o e f i c i e n t e s  de  
l a  f u n c i d n  de onda s o b r e  10s Stomos de  l a  i -8s ima h i l e r a .  
+ 
si {ui, i-1,111 son  10s a u t o v e c t o r e s  d e l  s i s t e m a  o rdenado  
(Aa=O), e n t o n c e s  podemos p r o p o n e r  l a  s i g u i e n t e  s o l u c i d n  p a r a  
Debido a  qua t o d a s  l a s  r i s t r a s  se e n c u e n t r a n  e n  f a s e  no se p r o -  
d u c i r d n  i n v e r s i o n e s  a 1  r e e m p l a z a r  (8 .12)  e n  (8 .11)  y h a c i e n d o  e l  
mismo t i p o  de transformaciones a lgebra icas  que hemos hecho en e l  
caso de dos r i s t r a s ,  finalmente nos queda: 
+ 
En e s t e  Gas0 F, es  un vector  n-dimensional. 
Encontramos, entonces que e l  sistema formado por n r i s t r a s  
, b' 
en fase  tambi6n es  autodual y como en 10s casos a n t e r i o r e s  de 
e x i s t i r  l a  t r ans ic idn  metal-ais lador  Bsta o c u r r i r s  tambiBn para 
Aa/ B2=2 
Haciendo tender  n a  i n f i n i t o  sacamos l a8  mismaa conclueiones 
para e l  sistema bidimensional con todas sus r i s t r a s  en fase .  
(Modelo ( i )  de l a  seccidn V I I . 2 )  
V I I I .  2.2 Modelo en a n t i f a s e  inconmensurado segGn una d i -  
reccidn 
Es te  es e l  modelo (ii) introducido en l a  seccidn V I I . 2  d e i  
caps tu lo  a n t e r i o r .  Tal como hemos hecho en VIII.2.1 vamos a  co- 
menzar estudiando un sistema formado por dos r i s t r a s  en a n t i f a s e :  
, <5p* 
% ... h,. .- 
. - 
- 
Para las doa ristraa en antifase las ecuaciones del 
Hamiltoniano de uniones fuertes adoptan la siguiente forma: 
Proponemos como solucidn para (8.14) la combinacidn de ondas 
planas (8.5). Introduciendo la misma en (8.14) y operando de 
manera semejante a como se hizo para el caso .de dos cintas en 
fase, obtenemos: 
(8.14) vemoa que el aistema no es autodual, o sea qua en este 
caso no existirb una transicidn metal-aislador, del tip0 que he- 
moa observado en el problema unidimensional con modulacidn tipo 
coseno. 
Se generaliza fbcilmente el problema de doe ristras en anti- 
fase a un sistema de n ristras en antifase, obtenisndose que ea- 
te aistema tampoco es autodual. 
Autodualidad en 10s aiatemas inconmensurados se- 
gGn doe direcciones 
Mostraremos en esta eeccidn que existe un modelo inconmen- 
aurado aegGn dos direcciones que es autodual, o sea, que puede 
presentar una transicidn metal-aielador del tipo de la qie poeee I 
el modelo de Aubry. Mostraremoe, tambien, que el modelo (iii) I 
no ea autodual. 
-. % 
'- 1 
El modelo bidimensional e inconmensurado segGn do. direc-,. ._  ' i  
. ._ 
ciones serd denotado de aqus en mbs con0 modelo (iv), la8 autoe- 1 
nergsas de sitio del mismo tienen la siguiente formar - 
.. 
a(i,j) es la autoenergla correspondiente a1 orbital que se 
encuentra en el sitio (i,j), i es el Sndice segGn la direccidn x 
y j segGn la direccidn y .  I 
El sistema sin inconmensuracidn (Aa=O) tiene la siguiente 
celda unidadt 
y sus autoenergias eon de la format 
y las autofunciones son: 
Q es el volumen del sistema en consideracidn. 
. . 
La ecuacidn de Schroedinger para este sistema ser6r - 
Teniendo en cuenta la solucidn (8.18) para el sistema orde- 
nado y a semejanza con lo propuesto para 10s sistemas con incon- 
mensuracidn segGn una direccibn, proponemos para (8.19) la si- 
guiente solucidn: 
Introduciendo (8.20) en (8.19) y realizando el mismo tipo de 
transformaciones algebraicas que en laa aecciones anteriores se 
obtiene r 
s i  B1'B2'B e l  s i s t e m a  e s  a u t o d u a l  y e x i s t e  l a  p o s i b i l i d a d  de  
qua  p o s e a  una t r a n s i c i b n  m e t a l - a i s l a d o r  d e l  t i p o  a n t e r i o r .  
D e l  d e s a r r o l l o  que  l l e v a  Ue (8 .19)  a (8 .21)  se d e s p r e n d e  
q u e  10s dos  t g r m i n o s  en  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  q u e  a p a r e c e n  a  l a  
d e r e c h a  de  l a  i g u a l d a d  (8 .19)  conducen i n e x o r a b l e m e n t e  a 10s d o s  
c o s e n o s  que  a p a r e c e n  en ( 8 . 2 1 ) ,  de  6 s t o  s e  i n f i e r e  q u e  e l  modelo 
(iii) cuyas  a u t o e n e r g s a s  de s i t i o  son  de  l a  forma: 
n o  puede  s e r  a u t o d u a l .  
En g e n e r a l ,  podemos a s e g u r a r  q u e  s i  tenemos un s i s t e m a  de  
u n i o n e s  f u e r t e s  n -d imens iona l ,  t a l  que  s u s  t 6 r m i n o s  d e  a u t o e n e r -  
gza  son  de l a  formar  
y l a s  i n t e r a c c i o n e s  son  e d l o  e n t r e  p r i m e r o s  v e c i n o s ,  e n t o n c e s  e l  
s i s t e m a  s e r d  a u t o d u a l  y de e x f s t i r  una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  
d e  e s t e  t i p o ,  6 s t a  s e  p r o d u c i r d  p a r a  Aa/B=2. ( B i = B j *  B ) .  
Notemos qua  e l  s i s t e m a  que  t i e n e  p o r  a u t o e n e r g s a s  d e  s i t i o  
a  (8 .22 ) ,  8610 s e r 6  a u t o d u a l  s i  Q l  , o  Q2 es  i g u a l  a  un m G l t i -  
p l o  e n t e r o  de 2n, t r a n s f o r m 6 n d o s e  e n t o n c e s  e l  s i s t e m a  e n  e l  prd- 
blema en  f a s e .  E l  problema en  a n t i f a s e  a s  t a m b i s n  un c a s o  p a r -  
t i c u l a r  de (8 .22)  s i  Q~ o  Q2 es m d l t i p l o  e n t e r o  impar  de  n y 
no es a u t o d u a l .  
VIII.3 Estudio de l a  loca l i zac idn  en 10s sis temas incon- 
mensurados de mds de una dimensidn 
Nuestro obje t ivo  en e s t a  seccidn es  c a l c u l a r  e l  coefi 'c iente  
de crecimiento exponencial de l a s  funciones de onda para r i s t r a s  
en fa se  (modelo i) y  en a n t i f a s e  (modelo ii). Debido a  d i f i c u l -  
tades  numericas qua se  nos presentaron y que comentaremos en l a  
eeccidn V I I I . 4 ,  decidimos hacer un primer c6lculo  aproximado de 
l a  loca l izac idn  en estoe sistemas usando l a  diagonal izacidn d i -  
r e c t a  de c i n t a s  formadas por dos r i s t r a s  en f a s e  o  en a n t i f a s e .  
Las autofunciones de e s t o s  sistemas s e  pueden e s c r i b i r  
como: 
en e s t a  expresidn E~ e s  l a  autoenergia correspondiente a  e s t a  
autofuncidn y  4 j , 1  e s  e l  o r b i t a l  at6mico sobre e l  Stoma que s e  
encuentra en l a  posicidn ( j , l ) .  
Hemos tomado como medida de l a  loca l i zac idn  a  
i ya que s i  e l  estado es  extendido todos 10s c o e f i c i e n t e s  Cjl 
elevados a  l a  cuarta  serbn de l  orden de ( I / N ) ~  debido a  l a  
normalizacidn de l a  funcidn de onda, y  por l o  t a n t o  c4 s e r b  
d e l  orden de I N .  N es  e l  nGmero de o r b i t a l e s  considerados. 
S i  e l  es tado es  local izado habrd t an  sd lo  uno o  pocos de 10s 
c o e f i c i e n t e s  cuyo valor  sea significative y  e l  r e s t o  de 10s coe- 
f i c i e n t e s  elevados a  l a  cuar ta  ser6n de va lor  desprec iable  f ren-  
t e  a  10s o t ros ,  c 4 ( a i )  serd en e s t o s  casos mayor que ( I / N )  y  
s e  aproximarb t an to  mbs a  1. cuanto m6s loca l izado sea e l  au- 
toes tado consider ad^(^^ ) . 
Con 10s v a l o r e s  o b t e n i d o s  p a r a  c ~ ( E ~ )  hem06 c o n s t r u i d o  
h i s t o g r a m a s  en f u n c i d n  de  l a  ene rgza .  En l a  s e c c i d n  V I I I . 4  re- 
producimos  10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  de  e a t a  forma y  l o 8  compara- 
moa con 10s o b t e n i d o s  c a l c u l a n d o  y ( E )  p o r  medio d e l  f o r m a l i s m 0  
d e  l a  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a .  
Hay e s e n c i a l m e n t e  dos  metodos p a r a  c a l c u l a r  Y(E), uno es e l  
m6todo de l a  f u n c i d n  de ~ r e e n ( ~ O )  y  o t r o  e s  e l  metodo de  l a  
m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a  [ 5 1 ~ 5 8 @ 5 9 ~ 6 2  1.  ado que  n o s o t r o s  no hemos 
usado  e l  metodo de l a  f u n c i d n  de  Green en  t o d o  l o  a n t e r i o r ,  cum- 
p l i m o s  en  m e n c i o n a r l o  como a l t e r n a t i v a  d e  c d l c u l o  y r e c a l c a r  q u e  
conducen e s e n c i a l m e n t e  a  10s miemos r e s u l t a d o s .  
A c o n t i n u a c i d n  d e s c r i b i m o e  e l  metodo que  u t i l i z a m o s  a i g u i e n -  
d o  l a  muy buena e x p o s i c i d n  hecha  p o r  P i c h a r d  en  su T e s i s  
D o c t o r a l  ( 5 1 ) .  
Reescr ibamos  l a  e c u a c i d n  de  S c h r o e d i n g e r  p a r a  un s i s t e m a  bi -  
d i m e n s i o n a l :  
E l  End ice  n  i n d i c a  l a  p o s i c i d n  segGn x  y  m segGn y. Sea l a  
c i n t a  a  c o n s i d e r a r  una de  ancho  1: 
I 
ris t ras I 
(8 .26)  se puede r e e s c r i b i r  en  forma m a t r i c i a l  de  l a  s i g u i e n t e  
Tn e s  l a  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a :  
an y T s o n  m a t r i c e s  de d imens idn  1*1,  I es l a  m a t r i z  un idad ,  
I un> e s  un v e c t o r  de 1 componentes ,  c o n s t i t u i d o  p o r  10s v a l o -  
res de l a  f u n c i b n  de onda s o b r e  10s 1 s i t i o s  de -una  s e c c i d n  
t r a n s v e r s a  de l a  c i n t a  con a b s c i s a  n, o  s e a :  
E l  c o e f i c i e n t e  b  que f i g u r a  en  T es f u n c i d n  de  l a s  c o n d i c i o n e s  
d e  bo rde  i m p u e s t a s  l a t e r a l m e n t e  a 1  s i s t e m a ;  b=-1 i m p l i c a  cond i -  
c i o n e s  p e r i d d i c a s  de c o n t o r n o ,  b=1 c o n d i c i o n e s  a n t i p e r i d d i c a s  y 
b=O i m p l i c a  t e n e r  c o n t o r n o s  a b i e r t o s .  En n u e s t r o s  c 6 l c u l o s  he- 
mos u s a d o  b=O con e l  o b j e t o  de p o d e r  comparar  10s r e s u l t a d o s  con 
l a s  d e n s i d a d e s  de e s t a d o  ya c a l c u l a d a s .  
Dados 2 vectores iniciales 1 uo> y 1 ul> el comportamien- 
to de 1 un> eat5 dado porr 
M, satisface 1.8 condiciones del teorema de ~ s e l e d e c ( ~ ~ ) ,  o 
sea que en el lsmite en el cual n tiende a infinite, la matriz 
A- i n +  ( *,Ma+ converge a una matriz lsmite. 
implicando 6sto que el m6dulo de 10s autovalores de H y 10s 
correspondientea autovectorea estdn bien determinados. 
Sean Xi=exp(yi), con i de 1 a 21, 10s autovalores de la 
matriz A, o sea 10s yir son 10s llamados exponentes caracterss- 
ticos de Lyapunov [ 5 1 r 6 2 1  del product0 de matrices YI Si 
(1,..,U21 son 10s subespacios propios de A correspon- 
dientes a 10s autovalores X i  Se verifica que: 
yiS limn+m(1/n)l0d xn,l ui& 1 /'l.l ui) 1 
para todo 1 ui? perteneciente a ui 
(8.31) 
Los coeficientes de Lyapunov no son, entonces, otra cosa 
mhs que 10s coeficientes de crecimiento exponencial de' las fun- 
ciones de onda del sistema a travbs de 10s. posibles canales de 
propagacidn de la cinta. Se puede identificar a la iriversa de 
yi con las longitudes de localizacidn dentro de la cinta de 
ancho '1, siempre qua n sea grande. Cuando esta tesie ya estaba 
escrita nos llegd un trabajo de Pastawski et al. en el cual 10s 
autoree prueban tedricamente y verifican en forma numerics la 
equivalencia entre la iongitud de localizaci6n de las autofunr 
ciones de un sistema y el coeficiente mbs chico y positivo de 
Lyapunov, obtenido de un producto de matrices transferencia, 
cualquiera sea la dimensib del sistema (67) 
Definiremos como longi tud  de l o c a l i z a c i d n  E l  de una c i n t a  
de secc idn  t r a n s v e r s a  1 a  l a  i nve r sa  d e l  mds pequeRo de 10s poe- 
f  i c i e n t e a  de Lyapunov positives. 
Hasta ahora no nos hemos ocupado de l a 8  d i f i c u l t a d e s  que 
hay para  ob tener  10s au tova lo re s  de l a  ma t r i z  Hm Las ma t r i -  
c e s  T, son mat r ices  s i m p l € c t i c a s ,  de t a l  forma qua s e  cumple 
l o  s i g u i e n t e :  
Las ma t r i ce s  s imp l8c t i ca s  forman grupo, o  s ea  que s i  H, e s  
una mat r iz  s imp lgc t i ca  A tambign l o  ee rd ,  ademds de s e r  IiermSti-' 
ca. 
LOS au tova lo re s  de ademds de s e r  r e a l e s , '  t i e n e n  l a  
propiedad de que s i  v es  au tova lo r ,  en tonces  1 / p  tambi6n l o  se- 
rd.  
Debido a  l a  c a r a c t e r l s t i c a  de s e r  s i m p l d c t i c a s ,  a 1  m u l t i p l i -  
c a r  e s t a s  ma t r i ce s  rdpidamente s e  p i e r d e  p r e c i s i d n  en e l  c d l c u l o  
y  t a n  8610 e l  au tova lo r  mds grande de puede s e r  determi-  
nado con p r e c i s i d n  s u f i c i e n t e ,  pe r0  e s  precisamente  e l  a u t o v a l o r  
mbs pequefio e l  que nos dard l a  l ong i tud  de l o c a l i z a c i d n  que es-  
peramos obtener .  Esta  d i f i c u l t a d ,  qua nos l l e v 6  tiempo supe ra r ,  
no e x i s t s a  en e l  caso unidimensional ,  dado que A t e n l a  t a n  8610 
dos au tova lo re s  1  y v .  Aplicando d i rec tamente  e l  p roduc t0  
n, sobre  cua lqu i e r  vec to r  i n i c i a l ,  e l  r e s u l t a d o  converge a 1  
mayor de 10s au tova loree  de H, que da automaticamente e l  
Gnico c o e f i c i e n t e  de Lyapunov p o s i t i v a  d e l  s is tema.  
La d i f i c u l t a d  mencionada s e  r e sue lve ,  u t i l i z a n d o  un a lgo-  
r i tmo suplementar io  [ 5 1 8 6 2  1 e s t a b l e c i d o  por  Shimada y 
Nagashima ( 6 3 )  en e l  e s t u d i o  de l a  e s t o c a s t i c i d a d  en 10s s i s t emas  
dinbmicos. 
Sean I e l > ,  I e 2 > ,  . . .,I ep>,  1<4p4<21, v e c t o r e s  li- 
nealmente independientes  d e f i n i d o s  en IX21, en donde operan l a s  
ma t r i ce s  T~ y sus  product08 I,, . Sea (1 e l ) ,  ..., I e p > )  
e l  volumen d e l  paralelepZpedo engendrado por e s t o s  p  vec to re s .  
I S i  aplicamos H, a 10s v e c t o r e s  or tonormales  I ei>,  podemos obtener :  y l ,  Y 1 + Y 2 ,  Y1+Y2+Y3,etC, Y POr su- 
c e s i v a s  r e s t a s  s e  pueden ob tener  y l ,  Y 2 ,  - e , e t c * ,  s i endo  
Y ~ > Y ~ > "  a h 1  Y Y1=-Y21, Y2"Y~1-1, e t c .  
Con e l  o b j e t o  de e v i t a r  que l a  norma de cada v e c t o r  
n, I ei)  d i v e r j a  exponencialmente como exp( y l n )  y qua l a  
d i r e c c i d n  a a i n t d t i c a  de Xm ( ei> s ea  l a  dada por e l  subespa- 
c i o  cor respondien te  a  y l ,  e s t o s  a u t o r e s  s u g i r i e r o n  l a  o r tonor -  
mal izacidn ap l i cada  a  cada vec to r  columna B; d e l  product0  de n  
ma t r i ce s :  
De e s t a  manera, cada columna s e  o r tonormal iza  a  l a  a n t e r i o r ,  l o  
c u a l  e s  equ iva l en t e  a  d e c i r  que s e  e s tbn  r e s t ando  10s subesp i -  
c i o s  cor respondien tes  a  10s yi mbs grandes. La pr imera  colum- 
na conve rge  a 1  a u t o v e c t o r  c o r r e s p o n d i e n t e  a 1  a u t o v a l o r  mds g ran -  
d e ,  l a  s egunda  columna a 1  segundo mhs g rande  y  asL s u c e s i v a m e n t e  
y queda a o l u c i o n a d a  l a  d i f  i c u l t a d  numgrica mencionada.  
Vo lv i endo  a  (8 .3)  nos  queda f i n a l m e n t e  p a r a  una c i n t a  de  
a n c h o  1: 
y:n) = c( l ) /n  
n  
e n  donde 
1) (1) n  = l n  bL1) + C L - ~  con coP 0. 
E s t a  n o r m a l i z a c i d n  no es n e c e s a r i o  h a c e r l a  despu6s  de  cada  
m u l t i p l i c a c i b n .  En n u e s t r o s  c & l c u l o a  hemos comprobado que  e x i -  
g i e n d o  que  e l  v a l o r  a b s o l u t o  de  l a  m a t r i e  p r o d u c t 0  no s e a  mayor 
q u e  10. s e  o b t i e n e n  buenos r e s u l t a d o s ,  e s  d e c i r  que  10s Y i  s a -  
l e n ,  d e n t r o  de l a  p r e c i e i d n  de  msquina,  s i m g t r i c o s  con r e s p e c t o  
a ce ro .  
v I I I . 4  c d l c u l o s  y  r e s u l t a d o s  
Hemos c a l c u l a d o  l a 8  a u t o f u n c i o n e s  y a u t o v a l o r e s  p a r a  c i n t a s  
d e  dos  r i s t r a s  en  f a s e  y  en  a n t i f a s e .  En t o d o s  10s c a s o s  Q/2n 
=( 413 - 3 ) / 2 ,  B1=B2=1. y ademSs cada  r i s t r a  e s t 6  compues ta  
p o r  50 htomos, o  s e a  que cada  c i n t a  Sposee 100 btomos en  t o t a l .  
Imprimimos p a r a  cada  a u t o e n e r g s a  10s c o e f i c i e n t e s  de  l a  a u t o f u n -  
c i d n  c o r r e s p o n d i e n t e  y C ~ ( E ~ ) .  Comparando 10s r a l o r e s  obte- 
n i d o s  p a r a  c4(lzi) p a r a  d i s t i n t o a  v a l o r e s  de Aa e n  ambos mo- 
d e l o s ,  con 10s c o e f i c i e n t e s  de l a s  a u t o f u n c i o n e a ,  hemos c o n c l u i -  
d o  que ,  aproximadamente ,  c ~ ( E ~ ) ( . o s  i m p l i c a  e s t a d o  e x t e n d i d o  
y  c 4 ( E i ) > .  05 e s t ad o  l oc a l i z a do .  Para  c o n s t r u i r  10s h i a t o -  
gramas de c 4 ( E )  vs e n e r g g a , ~ ,  escogimos un paso  de e ne rgza s ,  
4  AE,  i g u a l  a  -58 en todos  10s casos  y  promediamos 10s C ( E i )  
o b t e n i d o s  en 10s d i s t i n t o s  i n t e r v a l o s .  Hemos usado un A E  grande 
deb ido  a  que tenemos pocos e s t a dos .  Los con tornos  e s t d n  a b i e r -  
t o e .  
En l a  f i g  VIII . l (A,B y  C )  ~ o s t r a m o s  10s h i s togramas  o b t e n i -  ! 1 
dos  p a r a  Baal. y  2. y  f31=B2=1. pa ra  e l  modelo unidimens ' ional  
1 
con modulacidn t i p o  coseno, pa r a  doe r i s t r a s  en f a s e  y  dos r i a -  7 
I 
t r a s  en a n t i f a a e .  Vemos de l a  f i g u r a  que 10s his togramas  co- 
r r e s p o n d i e n t e s  a l  mode10 un id imens iona l  y  a l  modelo en f a a e  son 
rnuy a i m i l a r e s ,  en e l  s e n t i d o  de que c ~ ( E )  e s  b a s t a n t e  uniforme 
e n  ambos caaos.  E l  modelo en a n t i f a s e  p r e s e n t a  un comportami.en- 
t o  muy d i s t i n t o ,  con una l o c a l i z a c i d n  no uniforme de sue  e s t a -  
dos ,  l o ca l i zd n d o s e  primero,  en a p a r i e n c i a ,  10s e s t a d o s  que s e  
encuen t ran  en e l  c e n t r o  de l a  banda. 
En l a  f i g  V I I I . 2  plotearnos t 
en func idn  de Aa para  e l  mode10 un id imens iona l  y  pa r a  dos ris- 
t r a s  en f a s e  y en a n t i f a a e ;  vemoa que pa ra  e l  modelo en f a s e  y 
p a r a  e l  unidimensional  hay una t r a n s i c i d n  a b r u p t a  en ha= 2,  
m i e n t r a s  que l a s  do8 c i n t a s  en a n t i f a s e  no p r e s e n t a n  e s t a  t r a n -  
s i c i d n .  
Se verd en l a  secc idn  s i g u i e n t e ,  que l a  d i a g o n a l i z a c i d n  d i -  
r e c t a ,  a  p e s a r  de l a  imprec i s idn  debida  a  10s pocos e s t a d o s ,  da 
una i d e a  aproximada de l a s  c a r a c t e r S s t i c a s  de l a  l o c a l i z a c i d ~  




4 FIQTRA VTII.2: C en funci6n de A%. Los puntos negros corresponden a1 T 
modelo unidimensional con ntodulacibn coseno, l a s  cruces 
a1 sistema fonnado por dos ristras en fase y 10s cuadra 
dos a dos ristras en antifase. 
V I I I . 4 . 2  ~ B t o d o  de l a  mat r iz  t r a n s f e r e n c i a  
E l  programa u t i l i z a d o  para  c a l c u l a r  10s c o e f i c i e n t e s  de 
Lyapunov para  c i n t a s  de ancho v a r i a b l e  e s t h  e s c r i t o  en doble  
p r e c i s i d n  y c a l c u l a  10s mismos u t i l i z a n d o  l a s  ecuac iones  (8.37) 
y (8 .38) .  Con e l  o b j e t o  de v e r i f i c a r  l a  bondad d e l  mismo calcu-  
lamos 10s cinco primeros c o e f i c i e n t e s  de Lyapunov pa ra  una c i n t a  
de c inco r i s t r a s  s i n  inconmensuracidn (Aa=O), con condic iones  
c i c l i c a s  de contorno para  una ene rg i a  l ige ramente  f u e r a  de l a  
banda (E=5.)  y  hemos comparado 10s r e s u l t a d o s  con 10s obten idos  
por Pichard y  con e l  r e s u l t a d o  exac to  ( 5 1 ) .  
Los r e s u l t a d o s  a n a l i t i c o s  son 10s s i g u i e n t e s :  
1 
TABLA VIII . l :  Coe f i c i en t e s  de Lyapunov para  una c i n t a  de 
c inco  r i s t r a s .  Aa=O. E-5. Resul tados  
exac tos  ( 5 1 ) .  
Los r e s u l t a d o s  obtenidos  por P ichard  pa ra  1 0 ,  100, 5000 y  
25000 a p l i c a c i o n e s  de l a  mat r iz  t r a n s f e r e n c i a  renormalizando ca- 
da 10 productos  son: 
TABLA V I I I . 2 :  Coef i c i en t e s  de Lyapunov ca l cu l ados  por 
P ichard  para  e l  ejemplo de l a  t a b l a  VI I I . l  
En lugar de renormaliear cada 10 productos, nosotros, hemos 
exigido que el valor absoluto de ninguno de 10s elementos de la 
matriz product0 supere el valor 10. Obtenemos para las cinco 
ristras sin inconmensuracidn (E=5) 10s eiguientea resultados: 
TABLA VIII.3: Coeficientes de Lyapunov obtenidos por noso- 
tros para el ejemplo de la tabla VIII.l 
Tomando cadenas de 5000 dtomos consideramos que obtenemoa 
resultados con preciaidn adecuada y ademas, de esta.manera obte- 
nemos coeficientea de Lyapunov, que dentro de la precisidn'. de 
.I 
maquina son sim6tricos (10s coef icientes de Lyapunov negativoe 
no f iguran en la tabla). 
Nuestro criterio de localizacidn serd el siguiente: 
si el valor del coeficiente m8s chico, positivo, qua deade ahora 
denotaremos como Y(E), es +1/'N, entoncea diremos que la energLa 
considerada corresponde a un estado extendido. Si el mismo es 
mayor que 1/N consideraremos que nos encontramos en un gap o qua 
la energPa en cuesti6n corresponde a un eatado localieado. Con 
el objeto de determinar si nos encontramos en presencia de un 
gap 6 de eatados localizados compararemos 10s resultados obteni- 
dos para y(E) con 10s histogramas de la densidad Be estados co'- 
rrespondientes. 
En todos  10s c d l c u l o s  N~5000 ,  $1=$2n1. y  Q / ( 2 n ) =  
( 413-3)/2. 
Antes de c a l c u l a r  y (E)  a  l o  l a r g o  de l a  banda, hemos ca l cu -  
l ado  y(E)  pa r a  E = O .  y 2, 3, 4, 5  y  6 r i s t r a s ,  t a n t o  p a r a  Aa=1.9 
cono p a r a .  Aa=2.1, ob ten iendose  10s s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s :  
TABLA VIII.4: y ( 0 )  pa r a  2,3,4,5,  y  6 r i s t r a s  en f aae .  
N~5000 ,  $ 1 ~ S 2 ~ l r  
N de 












De l a  t a b l a  s e  desprende,  'que pa r a  2,4 y  6 r i s t r a s  (n6mero 
p a r  de r i s t r a s )  o  b i en  no hay e s t a d o s  en El0 o  hay e s t a d o s  loca -  
l i z a d o s .  Veremos en 10s his togramas  de n ( E )  p a r a  dos r i s t r a s  en 
f a a e  que en E=O e x i s t e  un gap t a n t o  p a r a  Aa11.9 como pard  
Aa=2.1. Pa ra  3  y  5  r i s t r a s  hay e s t a d o s  en E l 0  y observamos qua 
e l  comportamiento varEa a 1  p a s a r  de Aa=1.9 a  2.1. Pa ra  1.9 e l  
2 
Aa Y ( 0 )  
1.9 a429 
2.1 a455 








e s t a d o  e s  ex tend ido  y  pa ra  2.1 e s  l o c a l i z a d o .  ~ d t e s e  qua a6n 
cuando p a r a  un n6mero p a r  de r i s t r a s  no hay e s t a d o s  en E=O, a  
medida que aumenta e l  nGmero de r i s t r a s  t i e n d e  a  d i s m i n u i r  e l  
v a l o r  de y(O) ,  l o  c u a l  e s t S  ind icando  que e l  gap s e  hace  cada 
vez m a s  pequefio, d s t o  e r a  de e s p e r a r s e  dado que en e l  l g m i t e  de 
i n f i n i t a s  r i s t r a s  no hay gap en E=O. ( v e r  Capgtulo  V I I ) .  
Hemos b a r r i d o  pa ra  e l  caso  de doa r i s t r a s  en f a s e  t oda  . l a  
banda de e n e r g r a s  pa ra  Aa11.9 y 2.1. Se obse rva  en e s t e  p rob l e -  
ma un comportamiento s i m i l a r  a 1  observado en e l  modelo unidimen- 
s i o n a l  con modulacidn coseno. Para  Aas1.9 y haciendo un b a r r i d o  
grueso con AE= . I ,  s e  p e r f i l a  l a  p o s i c i d n  de l a s  bandas de ener-  
g5a pe r0  pa r a  d e t e c t a r  bandas de e s t a d o s  ex t end idos  hay qua ha- 
c e r  un b a r r i d o  mucho m 8 s  f i no .  Mien t ras  que en e l  problema uni-  
d imens iona l  con un AE= 0.0026 ( e n  unidades  de $ 1  s e  podcan m v e r m  
l a s  bandas de e s t ados  ex t end idos ,  pa r a  dos r i s t r a s  en f a s e  e l  AE 
qua s e  n e c e s i t a  e s  de aproximadamente 0.0006, l a s  bandas son mbs 
a n g os t a s  que en e l  problema unidimensional .  Haciendo un b a r r i d o  
f i n o  l legamos a  l a  conc lus idn  de que p a r a  Aaz1.9 e x i s t e n  bandas 
' - .  I de e s t a d o s  ex tend idos  a  l o  ancho de toda  l a  banda de energgas .  
En l a  f i g u r a  VIII .3 aparecen l a  dens idad  de e s t a d o s  y y(E) p a r a  
e s t e  caso.  Hacemos n o t a r  que a 1  g r a f i c a r  Y ( E )  en 10s l u g a r e s  en 
10s c u a l e s  n (E )  e s  d i s t i n t o  de c e r o  hemos adoptado e l  c r i t e r i o  - 
de no g r a f i c a r  10s minigaps. En l a  misma f i g u r a  VIII .3 aparecen  
r n ( E )  y  y (E)  pa r a  doe r i s t r a s  en f a s e  y Aas2.1. En e s t e  c a s o  
hemos l l e v a d o  a  cab0 e l  mismo t i p o  de b a r r i d o  que p a r a  Aaxl.9, 
ob ten i6ndose  que en ning6n caso  Y ( E ) (  .049. Llegamos a  l a  con- 
c l u s i d n  de que pa r a  Aas2.1 10s e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  forman un 
e s p e c t r o  denso. Se ha producido una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  
e n t r e  10s dos v a l o r e s  de Aa cons ide rados .  En e l  c a s o  unidimen- 
s i o n a l ,  tampoco podiamos b a j a r  d e l  v a l o r  .049 p a r a  Y ( E )  a 1  ba- 
r r e r  l a  banda pa ra  Aa= 2.1. 

Nuevamente todoa l o6  c a l c u l o s  fue ron  hechos  p a r a  Nm5000, 
$1=$2=1 # ~ / 2  n=( 413-3 ) /2.  Como en e l  caso  a n t e r i o r  hemos 
c a l c u l a d o  pr imero y i ( E )  p a r a  E=O, pa ra  2, 3, 4, 5 y  6 r i s t r a s ,  
t a n t o  pa ra  Aa=1.9 como p a r a  2.1 , obten igndose  10s r e s u l t a d o s  que 
aparecen  en l a  t a b l a :  
TABLA VIII.5: Idem t a b l a  VIII .4  p e r o  . p a r a  r i s t r a s  en  
a n t i f a a e .  
Como en e l  caso  de l a s  r i s t r a a  en f a s e ,  vemos que cuando s e  t i e -  
v 
N de 
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ne un nGmero impar de e s t a d o s ,  e x i s t e  un e e t a d o  en $10. y cuando 
Aa Y ( E )  
1  9  0411 
2.1 a471 
1.9, .281 1 0 ' ~  
2. 1, 00 49 
1  9  0294 
2.1 0351 
1.9 *241 




e l  nGmero de r i s t r a s  e s  p a r  hay un gap en E=O. Lo6 s i s t e m a s  con 
un nGmero impar de r i s t r a s  p r e sen t an  en E-0. un e s t a d o  ex t end ido  
p a r a  Aa=1.9 y  l o c a l i e a d o  pa r a  2.1, con 10s mismos v a l o r e s  p a r a  
Y ( O )  que pa r a  l a s  r i s t r a e  en f a s e e  y ( O )  va disminuyendo de va- 
l o r  en 10s s i s t e m a s  con nGmero p a r  de r i s t r a s ,  de l a  misma mane- 
r a  como l o  hacza pa ra  doe r i s t r a e  en f a s e .  S i  uno s e  l i m i t a s e  a  
e s t u d i a r  y ( O )  d i rPa ,  en tonces ,  que e l  e i s t ema  en a n t i f a s e  pre-  
e e n t a  tambign una t r a n s i c i d n  me ta l - a i s l ado r  e n t r e  Aa-1.9 y 2.1. 


B a r r i e n d o  l a  banda p a r a  d i s t i n t o s  v a l o r e s  de  Aa s e  o b t i e n e n  
10s r e s u l t a d o s  que a p a r e c e n  en  l a s  f i g u r a s  VI I I . 4  y V I I I . 5  p a r a  
doe c i n t a s  en a n t i f a s e  y  Aa=1.9, 2.1, 2.5 y 3. P a r a  Aa=l.9 t o -  
d o s ,  o  l a  mayor p a r t e  de  10s e s t a d o s  son  e x t e n d i d o s  y  l a s  bandas  
mss a n c h a s  que  en  e l  c a s o  de dos  r i s t r a s  en  f a s e ,  de t a l  manera 
que  no e s  n e c e s a r i o  h a c e r  b a r r i d o s  con p a s o s  de e n e r g i a  t a n  pe- 
quefios como en  e l  c a s o  de l a s  r i s t r a s  en  f a s e .  P a r a  Aa=2.1 tam- 
b i d n  10s e s t a d o s  son  e x t e n d i d o s ,  aunque l a s  bandas  comienzan a  
h a c e r s e  mhs a n g o s t a s  c e r c a  de E=8. P a r a  Aa=2.5 l a s  bandas  de  
10s ex t r emos  s i g u e n  t e n i e n d o  c a r a c t e r  e x t e n d i d o ,  m i e n t r a s  que  
l a s  qua e s t h n  mhs c e r c a  de E=O s e  han l o c a l i z a d o .  P a r a  Aa= 3. 
t o d a v i a  quedan bandas s i n  l o c a l i z a r  en  10s e x t r e m o s ,  m i e n t r a s  
que  l a s  bandas  i n t e r n a s  a e  han i d o  l o c a l i z a n d o  en  forma e s c a l o -  
nada.  
Hemos c a l c u l a d o  Y ( E )  t ambign  p a r a  tres r i s t r a s  en  a n t i f a s e  
y  Aa=2.l, o b s e r v s n d o s e  qua tambidn  l a  b a n d i t a  e n  10s a l r e d e d o r e s  
de  E=O s e  ha l o c a l i z a d o  p a r a  e s t e  v a l o r  de Aa, m i e n t r a s  que  e l  
r e s t o  de l a  banda cont inGa e x t e n d i d a .  
T a l  como habLamos c o n c l u i d o  p r o v i s o r i a m e n t e  de 10s r e s u l t a -  
dos  o b t e n i d o s  p o r  d i a g o n a l i z a c i d n  d i r e c t a  de  una m a t r i z  de  
100*100 ; 10s s i s t e m a s  en  a n t i f a s e  se l o c a l i z a n  a  p a r t i r  d e l  
c e n t r o  de l a  banda y  h a c i a  10s ex t r emos  de l a  misma. 
V I I I .  5 C o n c l u s i o n e s  
En e s t e  c a p 5 t u l o  hemos e s t u d i a d o  10s e f e c t o s  qua p rovoca  l a  
i n t r o d u c c i d n  de una segunda  d imenaidn  en  l a  l o c a l i z a c i d n  de l a s  
f  u n c i o n e a l d e  onda de 10s s i s t e m a s  inconmensurados .  Hemos o b t e -  
n i d o  v a r i o s  r e s u l t a d o s  i n t e r e s a n t e s r  
a )  U t i l i z a n d o  c r i t e r i o s  de a u t o d u a l i d a d  hemos m o s t r a d o  que  
s i  e l  s i s t e m a  c o n s i d e r a d o  t i e n e  n  d i m e n s i o n e s  y  e l  p o t e n c i a l  de  ' 
modu lac idn  s e  e x p r e s a  como una suma de c o s e n o s ,  t a l e s  q u e  cada  
uno pone en  e v i d e n c i a  l a  i nconmensu rac idn  segGn una d i r e c c i 6 n 8  
e n t o n c e s  e l  s i s t e m a  puede  t e n e r  una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  
p a r a  Aa=2. qua  s e a  i n d e p e n d i e n t e  de  Q y  de l a  p o s i c i d n  d e l  n i v e l  
d e  Fermi.  E l  r e s u l t a d o  es i n d e p e n d i e n t e  de  q u e  e l  s i s t e m a  t e n g a  
una  o  m6s d i r e c c i o n e s  i nconmensu radas .  
I b )  Un s i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  con i n c o n m e n s u r a c i d n  segGn una 
8 - 
. . L  
s o l a  d i r e c c i d n  y  t a l  que  s u s  r i s t r a s  e s t e n  e n  a n t i f a s e  no puede  1, .-, . ,_.. - p r e s e n t a r  una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  a 1  e s t i l o  a )  p o r q u e  -*-,I < 
- '  











c )  P a r a  o b t e n e r  una i d e a  aomera de l a  l o c a l i z a c i d n  e n  es- 
t o 8  a i s t e m a s  no s e  n e c e s i t a  m6s que  d i a g o n a l i z a r  m a t r i c e s  r e l a -  
t i v a m e n t e  pequefias,  o b t e n i e n d o s e  de  e a t a  fo rma r e s u l t a d o s  c u a l i -  
t a t i v a m e n t e  c o r r e c t o s .  
d )  Po r  medio d e l  metodo de l a  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a  hemos 
p o d i d o  c a l c u l a r  e l  c o e f i c i e n t e  de Lyapunov ( i n v e r s a  de  l a  l o n g i -  
t u d  de l o c a l i z a c i d n )  p a r a  a i s t e m a e  de 2 y  3 r i s t r a s  a  l o  l a r g o  
d e  t o d a  l a  banda de e n e r g i e s  y  en  Em0 p a r a  2, 3, 4, 5 y 6 ris- 
t r a s ,  con b a j o  c o s t o  de  computacibn.  Los s i s t e m a s  con dos  y  tres - - -  
r i s t r a s  en  f a s e  p r e s e n t a n  una t r a n s i c i d n  m e t a l - a i s l a d o r  e n t r e  
A a ~ 1 . 9  y  2.1. 
D e l  mismo modo como l o  habsamos hecho  p a r a  e l  c a s o  u n i d i -  
m e n s i o n a l ,  hemos comprobado que  tambi6n  p a r a  l a 6  c i n t a s  e l  coe-  
f i c i e n t e  y(E) c a l c u l a d o  p o r  e l  metodo de  l a  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a  
u s a d o  en combinac idn  con h i s t o g r a m a s  de l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  
c o n s t i t u y e  una h e r r a m i e n t a  sumamente G t i l  p a r a  e s t u d i a r  l a  l o c a -  
l i z a c i b n .  A p a r t i r  de  10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  se pueden  s a c a r  
c o n c l u s i o n e s  s o b r e  e l  compor t amien to  de  10s s i s t e m a s  b i d i m e n s i o -  
n a l e s .  
e )  Para e l  modelo en a n t i f a s e  de dos y t r e s  r i s t r a s  hemos 
obtenido un resul tado  no p rev i s to t  e l  cent ro  de l a  banda se lo- 
c a l i z a  antes  que 10s extremos. En general  10s sis temas s e  loci%- 
l i z a n  comenzando por 10s extremos de banda, de manera que b s t e  
e s  totalmente a t l p i c o ,  dado que es  e l  Gnico que conocemos que 
1 
presenta  e s t a  pecul iar idad.  Los sistemas con dos y t r e s  - r i s t r a s  
presentan e l  mismo comportamiento, salvo qua, e l  que t i e n e  t r e s  
r i s t r a s ,  presenta  un estado en Em0 (en rea l idad  una bandi ta  en 
10s alrededores  de EmO) y e l  o t r o  no. 
Hemos comprobado que e l  es tado que s e  encuentra en E l 0  s e  
l o c a l i z a  para Aa=2., o  sea para l a  misma re lac idn  de parSmetros, 
que produce l a  t r ans ic idn  metal-ais lador  en 10s sis temas en fa- 
se.  Esto l o  hemos comprobado tambign para 5 r i s t r a s .  
f )  En e l  cap i tu lo  a n t e r i o r  habsamos mostrado que l a  i n t r o -  
duccidn de l a  segunda dimensibn modifica sustancialmente l a  fo r -  
ma de l a  densidad de estadoe de 10s sis temas en fase  abn para 
va lores  muy pequefios de Contrastando con Ssto,  vemos en 
e s t e  capl tu lo ,  que l a s  propiedades de loca l i zac idn  parecen no 
modif icarse,  abn cuando tenemos l a  impresidn de que l a s  bandas 
de estados extendidos ( b a < 2 . )  s e  tornan mbs angostas a1 aumentar 
e l  nGmero de r i s t r a s  en fase.  Por o t r o  lado, l a  densidad de es- 
tados de 10s sistemas en a n t i f a s e  presentaba e s t r u c t u r a  de gaps 
para va lores  mbs grandes de $1  que en e l  ~ r o b l e m a  en fasee Sin 
embargo, e s t e  sistema presenta  un comportamiento totalmente d i s -  
t i n t o  de l  que presenta  e l  sistema unidimensional en l o  que atafie 
a  loca l izac idn .  
g) E s  i n t e resan te  hacer notar  que desde e l  punto de v i s t a  ' - 
de l a  longitud de loca l izac ibn ,  para Em0 no e x i s t e n  d i f e r e n c i a s  
e n t r e  e l  modelo unidimensional y  10s model08 en f a s e  y a n t i f a s e  
para nbmero impar de r i s t r a s  y probablemente para n+- tampoco 
e x i s t i r 6 n  d i fe renc ias  para un nbmero par de r i s t r a s .  
CAPXPULO IX 
Resumen y conclusiones 
El objetivo de este trabajo ha sido contribuir a la inves- 
tigacidn de las propiedades de 10s sistemas inconmensurados. A 
juzgar por la cantidad de trabajos tedricos y experimentales pu- 
blicados sobre el tema en 10s Gltimos tiempos, en la naturaleza 
existen muchos ejemplos de este tipo de materiales, que hace po- 
cos afios parecEan tan raros. Nuestra atencidn ha estado dirigi- 
da a1 estudio de las propiedades electrdnicas de estos sistemas: 
c ~ l c u l o  de densidad de estados y localizacidn de las funciones 
de onda. Para 'es to utili~amos algunoa modelos inconmensurados 
unidimensionales y bidimensionales. 
En un material cristalino, 10s dtomos forman un arreglo 
ordenado, que se obtiene repitiendo la celda unidad del mismo en 
las tres direccionee del espacio. Cada dtomo particular de la 
celda unidad tiene exactamente la8 mismas propiedades flsicas en 
todas la8 celdas unidad del crietal. En loa inconmensurados 
existe alguna propiedad, modulada en el espacio, que difiere de 
dtomo en btomo. Esta modulacidn gs periddica, per0 con un pe- 
rSodo inconmensurado con el de la red subyacente (el cociente 
entre ambos perlodos ea un n6mero irracional). Como consecuen- 
cia no hay simetria tanslacional y debido a 'isto no se pueden 
aplicar 10s m6todos usuales de Teorla de Sdlidos y se han debido 
desarrollar otras teorsaa nuevas. Estos materiales presentan 
ademas, caracterSsticas peculiares, como presencia de ondas de 
densidad de carga, de solitones, etc, que 10s han convertido en 
objeto de intenso estudio experimental. 
En esta tesis hemos hecho c6lculos para distintos modelos 
inconmensurados, en 10s cuales la inconmensuracidn ee manifiesta . 
a trav6s de 10s element08 diagonales del Hamiltoniano de uniones 
f u e r t e s .  En t o d o s  10s c a s o s  hemoa t e n i d o  en  c u e n t a  8610 l a  i n -  
t e r a c c i d n  e n t r e  p r i m e r o s  v e c i n o s .  Los dos  nuevos  modelos  i n t r o -  
d u c i d o s  s e  c a r a c t e r i z a n  p o r  p o s e e r  una d i s t r i b u c i d n  u n i f o r m e  de I 
s u s  a u t o e n e r g i a s  de s i t i o ,  t r a t s n d o s e  en un c a s o  de  una modula- I 
c i b n  z i g z a g  y en e l  o t r o  de  un d i e n t e  de  s i e r r a .  En e l  ~ a p l t u l o  
I1 hemos c a l c u l a d o  l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s  de  e s t o s  s i s t e m a s ,  
u t i l i z a n d o  e l  mgtodo que c u e n t a  10s a u t o v a l o r e s  menores  que una 
- C J  
c i e r t a  e n e r g l a  d a d a ( 3 8 ) ,  comprobando que  l a  misma depende v -: 
-. 3 f u e r t e m e n t e  de l a  forma f u n c i o n a l  de  l a s  a u t o e n e r g i a s  de  a i t i o .  -/- 
S i n  embargo, l a  d i s t r i b u c i d n  de e s t a d o s  en  bandas  y min ibandas  - =,: 
>:. de  e s t o s  s i s t e m a s  obedece  l a  misma r e g l a ,  i g u a l  a  l a  d e l  modelo : :. 
-. 8 
-. 
con modulac idn  coseno  de  l a s  a u t o e n e r g l a s  de s i t i o ~ q u e  ha  s i d o  ;: - 
d 
p r o f u s a m e n t e  e s t u d i a d o  p o r  o t r o s  a u t o r e s .  I ;; 
-7' 
En e l  ~ a p l t u l o  I11 hemos i n t r o d u c i d o  d e s o r d e n  e n  10s mode- * 1 &< 
, )  
o s  inconmensurados  u n i d i m e n s i o n a l e s  mencionados.  E l  p r o p d s i t o  ' -  . 
d e  i n t r o d u c i r  e l  de so rden ,  f u e  "medi rw e l  a p a r t a m i e n t o  de  nues-  
t r o s  modelos con r e s p e c t o  a 1  modelo comple tamente  d e s o r d e n a d o  de  
Anderson,  que posee  l a  misma d i s t r i b u c i d n  un i fo rme  de  s u s  a u t o e -  
n e r g i a s  de  s i t i o .  Hemos a n a l i z a d o  e s t e  a p a r t a m i e n t o  en  f u n c i d n  
d e l  modelo, g r a d o  de inconmensurac ibn ,  a m p l i t u d  de  l a  modulac idn  
d e  l a s  a u t o e n e r g l a s  de  s i t i o  y t i p o  de d e s o r d e n  i n t r o d u c i d o .  
Llegamos a  l a  c o n c l u s i d n  de que e l  modelo d i e n t e  de  s i e r r a ,  que  
p r e s e n t a  d i s c o n t i n u i d a d e s  en  l a 8  e n e r g S a s  de s i t i o ,  e s t S  m 8 s  
c e r c a  d e l  modelo comple tamente  deso rdenado  que  e l  modelo z i g z a g ,  
que  no p r e s e n t a  d i s c o n t i n u i d a d e s .  
Hemos usado  dos v a r i a n t e s  de d e s o r d e n :  en  un c a s o  a f e c t a  
un i fo rmemen te  a  t o d o s  10s Stomom y en  e l  s egundo  a f e c t a  a l e a t o -  
r i a m e n t e  a  una p o r c i d n  "x" de  btomos d e l  a i s t e m a .  E s t a  G l t ima  
forma de deso rden  e s  mbs b r u s c a  y  10s s i s t e m a s  t i e n d e n  con  d s  
r a p i d e z  a 1  modelo de Anderson, en  f u n c i d n  d e l  g r a d o  de deso r -  
den ,x .  E l  deso rden  un i fo rme  man t i ene  una mayor c o r r e l a c i d n  e n t r e  
l a s  a u t o e n e r g l a s  de s i t i o .  
En e l  CapXtulo I V  hemos c a l c u l a d o  l a  d e n s i d a d  de  e s t a d o s  
. > p a r a  s i s t e m a s  que p r e s e n t a n  s o l i t o n e s  ( d i s c o n m e n s u r a c i o n e s  o  
paredes  de dominio) Los s o l i t o n e s  aparecen cuando e l  s i s t e m a  
e s t d  c e r c a  de l a  t r a n s i c i d n  conmensurado'inconmensurado, e s  
d e c i r  cuando e l  persodo de l a  f a s e  modulada s e  conmensura con 
e l  de l a  red  subyacente.  La densidad de e s t a d o s  de e s t o a  s i s t e -  
mas poseel una e s t r u c t u r a  que c o n s i s t e  en bandas y minibandas 
d i s t r i b u i d a s  as imgtr icamente  a  l o  ancho de l a  banda de energgas  
y que t i e n d e  progres ivamente  a 1  t i p o  de e s t r u c t u r a s  o b t e n i d a s  en 
e l  C a p l t u l o  I1 a medida que l a  intensidad del potencial externo, Ua, 
disminuye a l e j  &dose de su valor crf t ico U: . 
Hemos ca l cu l ad o  en e l  Ca p i t u lo  V e l  c o e f i c i e n t e  de l o c a l i -  
zac idn  exponenc ia l ,  y (E ) ,  pa r a  10s model08 un id im e ns iona l e s  in -  
t r o d u c i d o s  en e l  ~ a p g t u l o  11, u t i l i z a n d o  e l  m6todo de l a  m a t r i z  
t r a n s f e r e n c i a  Usando y(E)  en combinacidn con 10s h i s t o -  
gramas de l a  dens idad de e s t a d o s ,  hemos o b t e n i d o  l a s  p rop i edades  
de  l o c a l i z a c i d n  de e s t o s  s i s t e m a s ,  mostrando que l a s  mismas son 
fue r t emen te  depend ien tes  d e l  t i p o  de modulacidn. Tanto  en e l  
c a so  de l a  modulacidn z igzag,  como de l a  d i e n t e  de s i e r r a  e x i s -  
t e n  bordes de movil idad.  Lo8 bordes  de movi l idad en e l  problema 
con modulacidn z igzag  s e pa ra n  zonas en l a s  c u a l e s  10s e s t a d o e  -- 
ex t en d id o s  forman un e s p e c t r o  denso de o t r a s  en donde todos  10s 
e s t a d o s  son l o c a l i z a d o s .  En e l  caso  d e l  Hamil toniano con modu- 
l a c i d n  d i e n t e  de s i e r r a ,  10s bordes  de movi l idad  s e pa ra n  r eg io -  
nes  en l a s  c u a l e s  todos  10s e s t a d o s  son l o c a l i z a d o s  de zonas en 
donde, aparentemente ,  t a n t o  10s e s t a d o s  l o c a l i z a d o s  como l o a  ex- 
t e n d i d o s  pueblan  densamente e l  e s pe c t ro .  En e l  Capxtulo  V I  he- 
mos hecho l o  mismo para  s i s t e m a s  que p r e s e n t a n  s o l i t o n e s .  E s t o s  
s i s t e m a s  tambign p r e s e n t a n  un borde de movi l idad,  con e s t a d o s  
ex t en d id o s  pa ra  e n e r g f a s  mayores y l o c a l i z a d o s  p a r a  energgas  me- 
no re s  que e l  borde de movil idad.  E s t e  modelo pa r e c e  comportarse  
como mejor conductor  cuan to  m6s a s i m g t r i c a  e s  l a  dens idad  de e s -  
t ados .  Hemos ca l cu l ad o  l a  d i s t r i b u c i d n  de cargq en e s t o s  s i s t e -  
mas y  comprobado que l a s  d i s l o c a c i o n e s  actGan como a t r a c t o r a s  de 
ca rga  n eg a t i v a ,  corrobor6ndose  10s r e s u l t a d o s  ob t e n idos  p o r  Su y  
S c h r i e f f e r  p a r a  o t r o  modelo con s o l i t o n e s .  
En el Capitulo VII, hemos calculado la densidad de estados 
para modelos inconmensurados bidimensionales, principalmente 
para sistemas en 10s cuales la inconmensuracidn es segGn una 
sola direccidn. La modulacidn en todos 10s casos la hemos toma- 
do cosenoidal. Hemos observado que las caracteristicas de n(E) 
dependen de que las cadenas de btomoa en la direccidn de la in- 
conmensuracidn se encuentren todas en fase o en antifase entre 
sL. Existe un rasgo de 10s inconmensurados segGn una sola di- 
reccidn que no parece depender de la dimensionalidad ni del mo- 
d e l ~  elegido: el nGmero de estados que se encuentran en la banda 
central d? n(E1, obedece en todos 10s casos la misma regla. 
El Capitulo VIII lo hemos dedicado a investigar la8 propie- 
dades de localizacidn de 10s modelos bidimensionales, introduci- 
dos. Hemos mostrado que el modelo con sus ristras en antifase 
no es autodual y por lo tanto no puede presentar una transicidn 
metal-aialador del tip0 de la que presenta el modelo de 
~ u b r ~ (  1 7 ) . Hemos calculado por medio del metodo de la matriz 
transferencia la inversa de la longitud de localizacidn en E=O 
para 2,3,4,5 y 6 ristras en fase y en antifase. Encontramos que 
para E=O el comportamiento de estos sistemas con un nGmero impar 
de ristras no difiere del modelo unidimensional con modulacidn 
tipo coseno. En cambio si uno calcula y(E) a lo ancho de toda 
la banda para dos y tres ristras, para modelos en fase y antifa- 
se, se encuentra con que el modelo en antifase se localiza a par- 
tir del centro de la banda y hacia 10s bordes. Esto no sucede 
para las ristras en fase que preaentan un comportamiento similar 
a 1  unidimensiona1,aunque el ancho de las bandas de estados ex- 
tendidos ha disminuido. Vemos, entonces, que a pesar de que la 
introduccidn de la segunda dimensidn modifica mucho la densidad 
de estados, la longitud de localizacidn no se modifica. Esto se 
ve a1 aumentar el nGmero (impar) de ristras y todo hace suponer 
que a1 aumentar mucho el nGmero de ristras el comportamiento 
serd el mismo para un nGmero par de ellas. 
De nuestros cdlculos podemos inferir el comportamiento 
en E=O de 10s sistemas bidimensionales. Fuera de E=O es mbs 
dificil extrapolar 10s resultados obtenidos con 2 y 3 ristras. 
Coma una Gl t ima c o n c l u s i d n  podemos d e c i r  que  e l  metodo 
d e  l a  m a t r i z  t r a n s f e r e n c i a  en  combinac idn  con h i s t o g r a m a s  de  
l a  d e n s i d a d  de e s t a d o s ,  o b t e n i d o s  p o r  e l  metodo de  Dean c o n s t i -  
t u y e n  una h e r r a m i e n t a  adecuada  y de  b a j o  c o s t o  c o m p u t a c i o n a l  pa- 
r a  e s t u d i a r  l a s  c a r a c t e r S s t i c a s  de  s i s t e m a s  B e  c u a l q u i e r  n6mero 
d e  d imens iones  p e r 0  inconmensurados  segGn una s o l a  d i r e c c i b n .  
Deduccidn de l a  e c u a c i 6 n  de H a r ~ e r  
En e s t e  a p e n d i c e  deduci remos  l a  e c u a c i d n  de  a u t o v a l o r e s  pa- 
r a  un e l e c t r d n  de conducc idn  en  una r e d  b i d i m e n s i o n a l  con  un 
campo magne t i c0  p e r p e n d i c u l a r  a  l a  misma, en  l a  a p r o x i m a c i d n  en  
l a  c u a l  s e  d e s p r e c i a  l a  i n t e r a c c i d n  e n t r e  bandas .  
Supongamos que tenemos una r e d  c u a d r a d a  b i d i m e n s i o n a l  con 
c o n s t a n t e  de r e d  i g u a l  a  "a*. E l  s i s t e m a ,  como d i j i m o s ,  e s t d  
-t 
i n m e r s o  en  un campo magne t i c0  un i fo rme  H , p e r p e n d i c u l a r  a 1  
mismo. Cons ideraremos  una s o l a  banda cuya e n e r g f a  p a r a  e l  sis- 
tema s i n  campo magne t i co ,  d e n t r o  de l a  a p r o x i m a c i 6 n  de  u n i o n e s  
f u e r t e s  t i e n e  l a  s i g u i e n t e  format  
+ 
E ( k )  = 2 E 0 ( c o ~ k , a  + cosk  a )  Y 
P a r a  t e n e t  en  c u e n t a  l a  i n f l u e n c i a  d e l  campo magne t i c0  i n -  
t r o d u c i m o s ,  a h o r a ,  en  (Al .1)  l a  l l a m a d a  s u s t i t u c i d n  de  
+ 
~ e i e r l s (  158  1 6 ) #  que  c o n s i s t e  en  r e e m p l a z a r  ( h / 2 n ) k  p o r  e l  ope- 
+ + + 
r a d o r  p-eg/c ,  donde A es e l  v e c t o r  p o t e n c i a l .  D e  e s t a  manera 
+ 
t ransformamos  E ( k )  en  un o p e r a d o r  que s e  puede  t r a t a r  como un 
H a m i l t o n i a n o  e f e c t i v o (  ''8 1 6 )  e n  l a  e c u a c i d n :  
+ + 
Una medida c o n v e n i e n t e  p a r a  A es A = ( O ,  H x,O) ,  de  t a l  mane- 
+ 
r a  que  H es t a  d i r i g i d o  segGn z ( 1 6 ) .  
Hac iendo  l a  s u s t i t u c i d n  mencionada obtenemos:  
+ e(i2n/h)pya .-(ie2u/eh) Hxa 
+ e-(i2n/h)~ya e(fe2u/hc) Hxa )Y(,,~), Wy(x,y) 
(A1.3) 
Vemos en A1.3 que el Hamiltoniano efectivo contiene opera- 
dores de translaci6n exp( apx2 r/h)  y exp( apy2r/h)s l'eniendo 
en cuenta dsto obtenemos: 
Si sustituimos: 
y si, ademss, dado que 10s coeficientes en Ale 4 adlo involucran 
a x, consideramos un comportamiento de ondas planas en la direc- 
ci6n "ym, o sea si eacribimos: 
y si introducimos el pardmetro a=a2 H /(hc/e), obtenemos: 
g(m+l) + g(m-1) +2cos(2nma-v)g(m)= sg(m) 
A1.7 es i.Jual a la ecuacidn (1.1) per0 con Aa-2. 
APBBDICB I1 
~ 6 t 0 d 0  de Dean o  de recuen to  de a u t o v a l o r e s  
E s t e  metodo permite  c a l c u l a r  e l  nGmero de a u t o v a l o r e s  meno- 
r e8  que un c i e r t o  va lo r  r e a l  A ,  que posee una ma t r i z  A r e a l  y 
s im6 t r i ca .  
En e s t e  apendice expondremos e l  metodo pa ra  m a t r i c e s  t r i d i a -  
gonales ,  dado que toda mat r iz  r e a l  y s i m 6 t r i c a  puede s e r  t r i d i a -  
gonal izada.  
Sea A l a  s i g u i e n t e  mat r iz  t r i d i a g o n a l :  
- .._ 
Los polinomios c a r a c t e r P e t i c o a  de 10s menores ~ r i n c i ~ a l e s  
de e s t a  mat r iz  s e  pueden c a l c u l a r  de manera r e c u r r e n t e  y son de 
l a  s i g u i e n t e  forma: 
E s t o s  p o l i n o m i o s  t i e n e n  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s r  
1 )  p i ( a )  e s  un p o l i n o m i o  de g r a d o  i 
2 )  p i (X)  *. +- a i  X + -- 
3 )  p i ( X )  + + - ( - l ) i  a + + -  
4 )  Pi( v)Pi-*( v ) 4 0  s i  Pi-l(Ll)=O 
Las  p r o p i e d a d e s  I) ,  2 )  y 3 )  son  o b v i a s  y . d e  l a  e x p r e s i d n  p a r a  
p i (  A )  s u r g e  que: 
e s  d e c i r :  
A2.5 no puede  s e r  i g u a l  a  c e r o ,  po rque  de  ser a s z ,  Pi-2(Ll) Se- 
r s a  c e r o  y de A 2 . 2  r e s u l t a r f a  que  t o d o s  10s Pi ( L l )  s e r z a n  c e r o  
i n c l u y e n d o  a  P o (  v )  , que p o r  d e f i n i c i b n  v a l e  1. 
Ten iendo  en  c u e n t a  l a s  p r o p i e d a d e s  A2.3 se d e m u e s l r a  p o r  
i n d u c c i d n  que  10s c e r o s  de  Pi s o n  s i m p l e s  y  qua  e s t b n  s e p a r a -  
d o s  p o r  10s c e r o s  de Que e s t a s  r a i c e s  s o n  r e a l e s  se i n -  
f i e r e  d i r e c t a m e n t e  d e l  hecho de  que  10s Pi s o n  10s p o l i n o m i o s  
.-- 
c a r a c t e r f e t i c o s  de m a t r i c e s  he rmZt i cas .  
E l  esquema de s ign08  de 10s Pi s e r d  e n t o n c e s r  
e t c  
De l o  expuesto y  d e l  esquema de s ignos  pa ra  10s P i r  88 
i n f i e r e  que e l  nGmero de au tova lo re s  de A ,  que son 10s ce ros  de 
P,, menores que X viene dado por e l  nGmero de cambios de 
s igno ,  descontando 10s ce ros ,  de l a  secuenc ia  pi (X) .  Por 
ejemplo, suponiendo qua l a  mat r iz  A e s  de dimensidn 3, y  que 
queremos ave r igua r  cugntos au tova lo re s  menores que X posee,  
d e l  esquema de s ignos  surge  que l a  secuenc ia  P o (  X I r  P I X ) ,  
p2(A)  s u f r e  dos cambios de s igno  ( en  X ,  Po e s  p o s i t i v o ,  
p1 e s  nega t ivo  y  P2 e s  p o s i t i v o )  y  e fec t ivamente  s i  nos f i -  
jamos en e l  esquema de s ignos  para  P3, vemos que t i e n e  dos 
r a i c e s  menores que A .  
Para  c a l c u l a r  h is togramas de l a  densidad de e s t ados  de un 
s i s t ema  cuya mat r iz  d e l  Hamiltoniano e s  t r i d i a g o n a l ,  s e  usan l a s  
fdrmulas  r e c u r r e n t e s  A ( 2 . 2 ) .  E l  nGmero de e s t a d o s  en t re ,  X j  y 
1 
X + A X  viene  dado por e l  nGmero de cambios de s igno  de l a  se-  j 
cuenc ia  pi(Xj+AX) menos e l  nGmero de cambios de s igno  de l a  
secuenc ia  PI ( I 
Dado que e l  mgtodo no t r a b a j a  con ma t r i ce s ,  pa ra  c a l c u l a r  
h is togramas de l a  densidad de e s t ados  de s i s t emas  unidimensiona- 
l e a  s e  pueden usa r  cadenas muy l a r g a s  ( n o s o t r o s  hemos usado has- 
t a  1 0 0 0 0  btomos) con ba jo  c o s t o  cornputacional. Los c d l c u l o s  s e  
hacen mbs cos tosos  cuando 10s s i s t emas  no son unidimensionales  y  
l a  mat r iz  d e l  Hamiltoniano no e s  t r i d i a g o n a l ,  en e s t e  caso  l o  
qua encarece  e l  cdmputo e s  l a  t r i d i a g o n a l i z a c i d n ,  aGn a s i  e l  
c o s t o  de c a l c u l a r  un histograma e s  siempre mucho menor que e l  de 
d i a g o n a l i z a r  mat r ices .  
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INFORME SOBRE EL TRABAJO DE TESIS DE LA LlCENClADA ANA MARIA LLOlS 
La L ic .  Ana Maria L l o i s  es actualme* becaria de perfeccionamiento del 
C9nsej0 Nacional de Investigaciones C ien t f f i cas  y Ticnicas (CONICET). Su lugar 
de t rabajo  es l a  Div is i6n F ls ica  del S6l ido de l a  Comisi6n Nacional de Energla 
At6mica. Antes de comenzar este t rabajo  de t e s i s  sobre 10s materiales inconmen- 
surados, r ea l i z6  o t ros  trabajos de investigaci6n en e l  mismo grupo sobre propie- 
3 dades e lect rdn icas de materiales desordenados. Estos trabajos han s ido publ icador r/ 
en buenas rev is tas internacionales de f f s  ica. 
E l  estudio de las  propiedades de s6l idos inconmensurados l o  comenz6 en 
', 1982,bajo l a  d i recc i6n conjunta de l a  Dra. Norah Cohan y mla. Coincidi6 con e l  
inter4s del grupo experimental de l a  d i v i s i 6n  en estos matekiales y con un enorme 
auge del tema en var ias partes del mundo. 
Para comenzar estudi6 las  semejanzas y di ferencias entre 10s materiales 
desordenados y aquellos sujetos a dos periodicidades inconmensuradas entre SF, 
es decir,  con dos perlodos cuyo cociente es un i r rac iona l .  
Los primeros cSlculos 10s h izo para sistemas unidimensionales,con l a  modula- 
&=i6n en l o r  e lewntos  diagonales del Hami 1 t o n i m o  de unlonew-fwrtcs (t lght-  
binding). Posteriormente i nc l  uy6 aproximaciones para s istemas de dos y t r es  
dimensiones y tambiin se ocup6 de sistemas con sol i tones, ya que en e l  l l m i t e  
se reducen a 10s inconmensurables. 
Las propiedades que ca lcu l6  fueron las  densidades de estados electr6nicos y 
l a  loca l izac i6n de las funciones de onda. Las primeras presentan gaps y minigaps 
muy interesantes, que se relacionan con e l  desarrq l lo  en fracciones continuas 
del nGmero i r rac iona l  que v incula 10s dos periodos,Lbs funciones de onda de estos 
sistemas no son todas loca l i tadas como en 10s sistemas desordenados, s ino que su 
forma depende mucho de l a  modulaci6n. 
Los primeros trabajos,sobre sfstemas unidimensionales, han sido publicados 
en Physical Review B, l o  cual avala su o r ig ina l idad  y buen n i v e l  acad4mico. Las 
extensiones a m6s dimensiones todavla no han sido presentadas para su publ ica- 
ci6n. 
A m i  j u i c i o  este t rabajo  es de gran actualidad, muy completo y revela buen 
manejo de variados k t o d o s  num6ricos. Contrfbuye a1 conocimiento de materlales 
novedosos, cuyas propiedades experimentales estSn siendo estudiadas en muchos 
laborator ios  de todas partes del mundo. 
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